[ 431 ] 


IX. Tiber Reihen auf der Convergenzgrenze. 

Von Emanuel Lasker, Dr. Phil. 
Communicated by Major MacMahon, F.R.S. 

Received March 15,—Read April 5, 1900. Revised February, 1901. 


1. Es seien x x ... x r r complexe Variabele, welche in einem 2r-dimensionalen 
fictiven Raume als Coordinaten seiner reellen Punkte dienen mogen. Das System der 
Werte x x . . . x r sei kurz mit “ Punkt” x l . . . x r bezeichnet. Smd e, . . . e r r 
positive endliche im librigen beliebig kleine Zahlen, und nimmt ry alle complexen 
Werte an, die der Ungleichung 

\Vi\ = e i 

genugen, so heisse das Aggregat aller Punkte 

X \ + x 2 + • • • X r + Vr 

die Nachbarschaft des Punktes x 1 . . . x r . 

2. Es sei ferner u l9 % . . . u n . . . eine Folge unendlich vieler Functionen von 
x Y . . . x r und 

u i ' l H * 4 “ • • • + u n + • • • 

absolut und gleichmassig convergent fur die Nachbarschaft eines Punktes 
F = x l . . . x r . P wird dann inner er Convergenzpnnkt der Reihe u n genannt 
werden. Die Gesammtheit aller inneren Convergenzpunkte der Reihe bilden ihren 
inneren Convergenzbereich , die Begrenzung dieses Bereiches ihre Convergenzgrenze . 
1st die Reihe absolut, aber nicht gleichmassig in der Nachbarschaft von P con¬ 
vergent ; oder convergiert sie in P absolut, jedoch nicht mehr in der Nachbarschaft 
von P, so heisst P “ ausserer Convergenzpunkt ” der Reihe. Das Aggregat der 
ausseren Convergenzpunkte der Reihe formt geometrische Gebilde, die “aussere 
Convergenzgebilde ?? der Reihe genannt werden mogen. 

Wir werden im folgenden nur von den inneren Convergenzbereichen und der 
Convergenzgrenze reden, viele der folgenden Untersuehungen bleiben aber anwendbar 
auch auf aussere Convergenzgebilde und deren Grenzen. 

3. P durchlaufe eine continuierliche oder discontinuierliche Folge von Lagen 

P 1? P a . . . P« . . . 
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i m inneren Convergenzbereiche der Reihe, derart dass die Folge der P nur einen 
G renzpunkt L zulasse, welcher auf der Convergenzgrenze gelegen ist. Die Summe 
/ = u l + % + • • • H~ U'n + • • • stellt eine Function von P dar, und die den Lagen 
Pj . . . P„ . . . entsprechenden Werte seien mit /,/.../,.., bezeichnet. 
Die folgende Untersuchung besehaftigt sich dann mit dem Verhaltnis von lim f n zu 

n — oo 

dem Werte, den u Y + . . . + u n + ♦ . ♦ in P = L annimmt, nnd mit der asymptoti- 
schen Darstellung von f in L bei zu Grundelegung des Grenziiberganges 

p = Pj, p 2 , p 3 ... p« ... 

n — oo 

iiberhaupt. 

4. Es sei in L die Reihe convergent und ibr Wert mit f L bezeichnet. Alsdann 
ist 

lim/, = / L 

n — oo 

immer dann, wenn die Reihe 

U \ + + • • • + + • • • 
bei zu Grundelegung des Grenziiberganges 

P = P 1; P a , P 8 . . . P. . . . 

gleichmcissig convergiert, d. h.wenn sich bei vorgegebener Zahl S Indices N, M angeben 
lassen, so dass 

K +1 + w n +2 +•••!<§, 

sobald als P irgend eine der Lagen P M , P M+1 , P M+2 . . . einnimmt. Dieser Satz ist 
wohlbekannt. Ein Specialfall desselben sagt aus : 1st die Reihe 

u i + % + •••+«#+•• • 

in L absolut convergent, und convergiert auch die Reihe 

u a + u s + . . . + U, + . . ., 

wo U h den Maximalwert des Moduls von u h bezeichnet, wenn P die Lagen P l5 P 2 . . . 
P„ . . . durchlauft, so ist 

lim/, — /. 

n ~ oo 

Der Satz kann dazu dienen, bis zu einem gewissen Grade Aufschluss zu geben 
liber das asymptotische Verhalten von %+...+ u n + ... , wenn P die Lagen 
P, durchlauft. Es sei z. B. angesetzt 


F (x) = c 0 + c x x + c 3 x ' 3 + . . . + c n x n + • • • 
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Der Convergenzradius der Reihe sei = 1. Die Reihe multiplicieren wir mit (1 — x)\ 
wo X eine positive Grosse bezeichnet, und erhalten 

F (x) . (1 — x) k = %oC tl x u . (1 — x)\ 

Wir lassen nun x die positiven Werte zwischen 0 und 1 durchlaufen und wenden 
obiges Criterion an. Der Maximalwert von x n (1 — x) x unter den obigen Umstanden 

ist == f, ist offenbar = 0, da iedes Glied der Reihe in x = 1 verschwindet. 

O + X) K+ ' v J ■ d 

Mithin ist 

lim F (x) . (1 — £c) a 

X = 1 

c 

immer dann = 0, wenn absolut convergiert; und dasselbe gilt offenbar auch fur 

lim F (x) . (x — jy, 

X - j 

wo j irgend ein Puirkt des Convergenzkreises. 

1st uingekehrt bekannt, dass fur einen bestimmten Wert von X und iigend einen 
Punkt des Convergenzkreises j lim F (x) . (x — j) x nicht gleich 0 ist, so folgt daraus 

X = i 

die Divergenz von 



Genau analoge Untersuchungen lassen sich vielfach anstellen, z. B. bei Annahme von 
Potenzreihen von mehr als 1 Yeranderlichen, bei zu Grundelegung von Reihen der 

Form 2” —, bei Betrachtung von Integralen etc. Erganzt, und in gewissem 

Sinne erweitert, wird der Satz durch die nun folgende Uberlegung. 

5. Es sei in P = L die Reihe 

«i + % + u s + ■ • • + u n + • • • 

divergent. Gesucht ist ein Criterion, welches anzeigt, dass daraufhin lim f„ — oo. 

n — oo 

Wir behaupten, dies sei immer der Fall, wenn sich irgend eine endliche Zahl c 
angeben lasst, derart dass die Ungleichung 

| u \ + u % + • • • + u n + • • . | > C . ( | U x | + | U % | + . . * + j U n | + . . .) 

gliltig bleibt fiir alle Lagen von P, deren Index grosser ist als eine angebbare endliche 

Zahl N. Dies Criterion sei das Criterion K genannt. 

Um seine Existenz zu beweisen schliessen wir wie folgt. Es ist fur alle Lagen 
von P 

F = | U x | + ! u z I + I u z ! *p ' • * + | li n 1+ . . - 

> I U l\ H" I%| + | ^3 | + • • • + | u h | ? 

3 K 


yon. cxcyi.— a. 
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wo h irgend eine endliche Zahl. Nun ist 

| !«, | + |« 2 | + • . . + | %i | + . . . 

in P — L divergent; mithin lasst sich ein Index h angeben, derart dass in P = L 

| u \ | + | % | + • • • + | Uh | > V j 

wie gross ij auch sei. Andererseits sind die «,• in den Lagen P,, P 3 , P 3 . . . P M . . . 
stetig und endlich (oder diese Untersuchung wiirde gar keinen Sinn haben), und 
dasselbe gilt somit fur die |w; |. Ist daher 8 eine beliebig kleine endliche vorgege- 
bene Zahl, so ist es moglich, einen Index M zu finden, derart dass fur alle Lagen von 
P deren Index > M, der Wert von 

I u i 14" I % I ~b • • • +\uk\ 

in P — L sich von dem Wert desselben Ausdruckes fur obige Lagen von P um 
weniger als 8 unterscheide. Somit ist der Wert von F in P = P„, wo n > M ist, 
grosser als r) — 8. Dies besagt dass F, wenn P die Lagen P L , P 2 . . , P„ . , , 
durchlauft, liber alle Grenzen wiichst. Es ist somit 

lim F = oo , 

n = oo 

und somit infolge der Ungleichung 

\u x + u 2 + • • • “h u n + ■ • . | > c. (|m- 1 | + |%| + . . . + | u„ \ + • • •) 

auch lim f u — 00 q. e, d. 

n — oo 

6. Es seien nun 

f — u i + u % -J- . . . + U n + • • • 

x/j = v x + v% + . . . + v n + . . . 

zwei Iteiben, von deneri bekannt sei, dass die zweite dem Criterion K genilge, und 
dass, wenn P die Lagen P x . . . P M . . . durchlauft, 

lim gleichmassig = einer endlichen Grosse p. 

P = L, n — oo 

Alsdann genugt auch die erste Iteihe dem Criterion K; es ist also 

lim f — co , lim xp = oo , 

P=L P = L 

und ferner findet sich 

lim ~ — lim — = p. 

P = L Y P = I* » = oo q) n 

Dieser Satz heisse das Theorem T, 
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Der Grenztibergang, in welchem P die Lagen P x . . . V n * . . durchlliuft, sei 
kurz der Grenztibergang G. 

u n — p . v n sei = w n . Dann ist 


lim 

P = L, n = oo 


Wn 

Vn 


0. 


Mithin ist auch 


lim 

P = L, n = oo I V n 


= 0. 


Es sei r irgend eine vorgegebene beliebig kleine endliche positive Zahl. Es lasst 
sick dann immer ein Index N und eine Lage Q von P angeben, so dass wenn n > N 
und P beim Grenztibergang G die Lage Q passiert hat, 


Vn 


•j* 

da ja nach Voraussetzung 


Der Ausdruek 


lim 

P = L, n = oo 


Wn 

V u 


gleichmcissig = 0. 


\u’n\ — r.\v n \ 


zerfallt in drei Teile A, B, 0. 

Im ersten Teile A stehen alle Glieder, deren Index < N. Derselbe ist immer 
kleiner als ^ a N | w n \, also kleiner als eine angebbare endliche Grosse. 

Im zweiten Teile B stehen alle Glieder 



deren Index > N. Derselbe ist fur jede Lage von P jenseits Q negativ. 

Der dritte Teil C ist — - | v n | und niihert sich, da nach Voraussetzung die 

Beihe %v n dem Criterion K geniigt, dem Werte — oo. 

Somit lasst sich eine Lage Q' von P angeben, so dass beim Grenztibergang G bei 
einer Lage von P jenseits Q' 

Z7 | Wn | — T . | V u | 

immerfort negativ bleibt 


also a fortiori 


Daraus folgt dann, da r eine beliebige Grosse war, 


r Si \w n \ 

hm —, 

F = L \V K \ 

2 00 

] w n 

lim — 
p = L Si \ v n 


0 ; 

0. 


3 K 2 
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Andererseits, da2i°E» dem Criterion K geniigt, lasst sich eine endliche Zahl c finden, 
so dass beim Grenziibergang G gleichmassig 



2 v u > c , 21 v n I. 


Somit ist 

hm = 0 , 

P = L V n 


und daher 

y 2 

lim •- = p. 

p _ L V n 

Q. e. d. 


Das Theorem T bleibt noch giiltig, wenn die u„ in L selbst unendlich gross werden, 
nur muss dann das Criterion K durch ein anderes erganzt werden, welches wir 
das Criterion K' nennen mogen. Dasselbe besagt, dass, wenn 77 eine vorgegebene 
beliebig grosse Zahl sei, wenn ferner ein Index M gegeben sei, sich immer eine Lage 
It von P finden lasse, so dass beim Grenziibergang G jenseits It immerfort 

V ■ ( I U l I “l" 1 %! "i" i U 3 | 4" • • • + | Uu | ) < | «M+1 + «M+2 + «M+3 + ••••!• 

Der Beweis ist dann ganz genau analog dem obigen, d.h., basiert darauf, dass bei 
beliebig vorgegebenem r 2f (| w t , | — r. ] v„ |) schliesslich immerfort negativ wild. 

Es ist klar, dass sich die obigen Bemerkungen ohne weiteres auf bestimmte 
Integrate zwischen positiven Grenzen und bei positiver Bahn erweitern lassen. 

Auch fur unendliche Producte existiert ein Theorem T. Sei 


n = (1 + u } ) . . . ( 1 + %) * • • ( 1 + U n ) ■ • ■ 


ein absolut convergences Product innerhalb eines inneren Convergenzbereiches 
Sei © die Convergenzgrenze, und sei der Grenziibergang G wie oben konstruiert. 
Die Ui erfullen das Criterion K, und ausserdem sei noch 


lim u n gleichmassig = 0. 

n — 00 P = L 


Alsdann ist log II 


ferner 


2 log (1 + u u ); 

V log (I + Un) ! • 1 .. ■ 

hm . 'gleichmassig 


n ~ ao P = L 


nach einer elementaren Eigenschaft der natiirlichen Logaritmen, sornit nach 
Theorem T 


lim 

P — L 


log n 


7. Wir wollen nun auf einige rxahe liegende Anwendungen des Theorems T naher 
eingehen. 
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= r 


0 T(n + 1) r (X) 


/ytU • 
%AJ y 


ebenso 




n 


x nahere sich durch positive Werte wachsend der 1, 

Es sei angesetzt f(x) = % 0 n c u x n und der Convergenzradius der Potenzreihe sei — 1. 
Wir erhalten dann ohne weiteres 


Satz I. Ist 


und fur X = 0 


lim c n . n l h = p, so findet sich 

H = co 

lim f(x) . (1 - xf = p . T (X) 

X ~ 1 

/(*) 


lim — 
A = 1 loi 


I 

1 — x 


Satz I gilt auch noch fur imaginare X, deren reeller Teil positiv ist. Er gilt auch 
noch, wenn x sich so der 1 nahert, dass sich durch 1 eine gerade Linie legen llisst, die 
mit der reellen Axe einen spitzen Winkel bildet, innerhalb welchem und dem Con- 
vergenzkreis x variiert. 

Man kann namlich nachweisen, dass dann das Criterion K befriedigt ist. Es sei 
X = a + ifi und a positiv. Alsdann ist identisch 


r ( M + X > . r n 


l 

x>»l r (» + X)| _ - 

r (» + i). rx 


rx 

2,0 T(n +1) 11 


Nun ist nach einer Eigenschaft der r Function 

lim n~* + 1 • + ^ = 1 ; 

E (n + 1) 

somit nach dem evidenten Teil des Satzes I, wenn \x\ sich wachsend der Einheit 
nahert, 

Ist 8 eine beliebig vorgegebene kleine Grosse, so liisst sich also nach obigem 
immer ein Wert £ so nahe an 1 finden, dass fur alle Lagen von x, fur die \x \ > 


t; 


| E(» + X)| 

r ( » + 1 ) 


\x " < 


r(«) + 8 

(i -1*1)* ' 


1st w der erwahnte spitze Winkel, so ist aus elementar geometrischen Griinden fur 
alle Lagen von x 

1 — I x I < cos w . 1 1 — x\ ; 


<oo | r (n +‘X) | 

1> + 1) 


•*0 


\x\‘ l < 


r» + a 

(cos «;)“ 


/ 1 

Vi~ 


somit 
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Fur alle Lagen x, welche iiberhaupt in Betracht kommen, iibersteigt das Argument 
von 1 — x niemals einen gewissen endlichen Wert c l: ; somit ist abgesehen von einern 
endlichen Factor e ' c • p ‘ der Wert von 


identiscb mit 



1 



Das Criterion K ist demnach in Kraft fur die Reihe 


V 00 r (n -j- A.) 

2,0 i> + i). r(\) 


x n 


unter den oben erwahnten Bedingungen, somit gilt auch das Theorem T unter 
denselben Bedingungen ; q.e.d. 

Satz I wurde von Appell gefunden—‘ Comptes Rendus,’ vol. 87 (Sur certaines 
series ordonnees par rapport aux puissances croissantes d’une variable)—-jedoch 
mit der Einschriinkung, dass X positiv und kleiner als 1 sei und dass x auf der 
positiven Axe wachsend sich 1 nahere. Der Satz findet sich in der Appellschen Form 
auch bei Picard, ‘ Traite d’Analyse,’ Tome 1, p. 208, 209, 210 aus dem Jahre 1891. 
Satz II. Es sei f(x) wiederum — % o c n . x n . 

Es ist dann identiscb 

* 

= So" (c 0 + + c 2 + . . . + c n ) x n . 

Indem wir auf Satz I anwenden, erhalten wir Satz II. Derselbe lautet also : 

1 — x 

Sind die Coefficienten einer Potenzreihe So c». x u derart beschaffen, dass 


lim n K (c 0 + c x + • • • + A*) — p , 
so ist lim f(x) . (1 — x) x — p . V (X + 1). 

X = 1 

Dabei nahert sich x dem Punkte 1 auf die namliche Weise wie im Satze I, und X ist 
eine complexe Zahl, deren reeller Teil grosser als — 1. 

Fur X = 0 ergiebt sich der Abelsche Satz, fur X = 1 der Satz von Frobenius 
(Uber die Leibnitzsche Reihe, ‘ Crelle,’ Bd. 89, Jahr 1880). Auch die Satze von 
Holder, ‘ Math. Annalen,’ Jahr 1882 (tiber Grenzwerte von Reihen an der Conver- 
genzgrenze) ergeben sich leicht als Specialfalle des obigen durch mehrfache Ausfuhrung 
der Division durch 1 — x. Satz II findet sich fur den Fall, dass x auf der positiven 
Axe wachsend sich 1 annahert, im Aufsatz von Franel, ‘ Math. Annalen,’ Bd. 52, 
Jahr 1899. 

Wenn im Satz II X = — 1, so findet sich 
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Satz III. Es sei wiederum wie im Satz I 

f(x) = to c n x n 

und lim c H . n l ~ x = p 

X = a + fii, 

wobei a eine negative Grosse = — y. 

Die kleinste ganze Zahl grosser als y sei h. 

Alsdann convergieren nach bekannten Criterien die Reihen t'"c.„, to n. c„, 
to n (n — 1) c„ . . . to n (n — 1) . . . (n — h + I) c„, welche wir beziebungsweise 
mit . . . y[* -1) bezeichnen wollen. 

Satz III sagt dann aus, es sei 

m =/(i) +/'(i) ■ (* -1) + -IP ■ (* - if + • • • + . (* -1)*- 1 

+ p ■ ( 1 — X )~ K ■ X l j ( x )> 

wo lim i js(x ) = m 

X — 1 

Der Beweis beruht auf folgendem Htilfssatze : 

1st a 1} a z , ... a u .. . eine Folge derart, dass 

lim a n . rf = p, 

oo 

wo p eine complexe Zahl, deren reeller Teil positiv und grosser als 1 ist, so dass also 

a i + a n + • • • + a u + • • • convergiert, 
so ist lim (a m + »<«+1 + ci m+2 + • • •) it ~ 1 = — 

ill — co ft ~ 1. 

In der That, es sei 

a n = —^--Or“ + 1 — (n + 1) ~' i + 1 ) + b„, 
also lim b n .rt' = 0, wo p! der reelle Teil von p. 

n = co 

Es ist fur jedes vorgegebene S moglich einen Index N zu linden, so dass fur 
n > N 

|6„| < S(n~^ , + 1 — (n — 1)~ M ' + 1 ). 

Wahlen wir m > N, so ist also 

b„ + + i + b m+2 + . . . < | b m | + | b m+ 11 +...<§. '*' 1 

lim ( b m -f- b m+l + b m+2 + . . .) . nt ~ 1 = 0 ; 

m = oo 

a,n + -f l + -f 2 + • • . ist aber identisch 

— P- . m“^ + 1 + b m + b m + 1 + b m+2 + • • • 

f 1 ” 1 


Daher muss sein 
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Der Htilfssatz ist somit erwiesen. 

Nun wenden wir uns zum Beweis des Satzes III. 


f(x) — to c„x n und 

C 0 + Cj 4- c 3 + . . . . + c„ + . . . = /(l). 

— 2^ (c n c„ + 1 + c„ +2 + . . .) x" ~ 1 ; 

Cn + ^ n +1 + ^«+2 “1“ • • • setzen wir — c n . Da nun 
lim c H . n 1 ~ A = p war, so ist nach dem Htilfssatz 

n — co 

lim c' n . n~ x — 

n = oo —» /X, 

Somit konnen wir diese Beihe genau so behandeln, wie die urspriingliche Reihe; 
und es ist unschwer zu sehen, dass sich dies Verfahren fortsetzen liisst, so lange als 
die Summe der Coefficienten der neu gebildeten Reihen convergiert, d. h. h mal. 
Schliesslich erhalten wir auf der rechten Seite eine Reihe, deren Coefficienten (jy /t der 
Bedingung geniigen 

• _ X . (_ X - 1) ( - X - 2) . . . (- X + 1 - h) 

Fiir die dazugehorige Reibe F ( x ) = to 4>„ xM gilt aber nach Satz I 


Es war 


Wir bilden 


1 “ F(*) • (1 - *)*♦* = _ x . ( - x - 1 ) . 7T (-X + l-a ■ r ('* + x >- 


Nach dem bekannten Functionaltheorem der T-Function; und wenn man beriick- 
sichtigt, dass 


f(x) - /( 1 ) __ fa) 

x - 1 JK ) /"( 1 ) 


* - 1 


etc. (h mal), 


ergiebt sich dann rein aritmetisch die oben gegebene Form des Satzes III. 

Ftir den Fall, dass y eine ganze Zahl ist und der imaginare Teil von X von 0 
verschieden ist, hbren unsere Beweise auf gtiltig zu sein, und wir lassen es dahin- 
gestellt, was dann eintreten mag. Ist aber X selbst eine ganze Zahl, so tritt offenbar 
die logaritmische Modification des Satzes I in Kraft und alles andere bleibt unver- 
lindert. 

8. Einige kurze Andeutungen, wie man die Slitze I, II, and III ausbeuten mag, 
mogen hier nicht am unrechten Platze sein. 
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Es sei etwa angesetzt 

f(rr\ — ■s'” 0 -y>< r Qt + a) ■ + /3 ). F (n + 7 ) 

j yx) - A> x . T{n + g) . r(% + e ) + 

Alsdann geniigt f(x) offenbar einer homogenen linearen Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten. Der Punkt x — 1 ist ein singularer Punkt derselben. Fragt 
man nach der Fortsetzung des Integrals f(x) beim Punkte x = 1, so lasst die 
Fuchssche Theorie noch die Frage nach dem Werte einiger Coefficienten offen, die 
gerade durch Satze I und III in befriedigender Weise gelost wird. 

Oder sei angesetzt 

f(x) = 2 0 “V S 

und fragen wir nach dem asymptotischen Yerhalten der Function, wenn x sich 
geradlinig vom Nullpunkt einem Punkte j des Convergenzkreises nlihert. Ist j = 1, 
so sagt uns Satz II ohne weiteres, dass 

lim f(x) . y/\ — x — r(3/2). 

X = 1 

1st / = — 1, so setzen wir x = — x f und lassenaf sich der positiven Einheit nahern. 
Es ist dann 

F (x')=f{- x) = $Zx' 4 * - + 

f-3 = + »' + ...+ a/ 4 "), also 

So"(4 n + l)x w > > 2£(4m + l)x w + in . 

Nach Satz II ist aber 

lim (1 — x') . t (47 1 + 1) . x' in * = g- 

x' = 1 

und ebenso 

lim (1 — x') . t (4n + 1) . x w + in — |. 

x’ = 1 

Daher ist lim f(x) = -J. 

x = - 1 

Es sei j == e 27ri<T und r = a/6 eine rationale Zahl, insbesondere 6 eine ungerade 
Primzahl. Alsdann fiihrt ein Verfahren zum Ziel, welches wir fiir den besonderen 
Fall 6 = 5, a — 1 durchfuhren werden. Wir setzen wiederum 

x = j . a?' 

und lassen af sich positiv wachsend der Einheit nahern. Es ist identisch 

/(a?) = S 0 ^ /(5M)2 + j . So^ /(5?l + 1)8 + af (5 * + 4)2 

+ /. 2 0 V (5w + 2)3 + x /(5 ” + 3) \ 


3 L 


VOL, CXCVI.—A, 
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Nun ist nach Satz II 

lim t;x' (6n ? . y/1 - x' = 1 . T3/2 , 

X 1 = 1 

lim (S 0 “V (s,,+1)2 + «' (5,, + 4)2 ) . x/T- x' = . T3/2 , 

a.’' = 1 

lim (So cc /(5,i + 2)2 + x'< 5n + *?) . = | . T3/2 . 

X 1 ~ 1 

Daraus ergiebt sich 

lim f(x) . v/T-;? = 1 . r3/2(l + 2/ + 2/) , 
lim/(.x) . v/J^ = v 7 }' • » • T3/2 . (1 + 2j + 2/). 

X=j 

Diese Schlussweise ist ganz allgemein. Es geht aus diesem asymptotischen Gesetz 
ohne weiteres hervor, dass die singularen Punkte der Function unendlich dicht auf 
dem Convergenzkreise liegen, dass derselbe also eine natiirliche Grenze der Reihe 
bildet. 

9. Es sei (f)(1), 4>(2) . . . <f)(n) . . . eine Folge, derart dass 
(f)(1) (f> (2) + • • • + 4 1 ( n ) +. 

in einem Grenzpunkte der Convergenz L beim Grenzubergang G das Criterion K 
erfullt. Ferner sei 4>(u) eine Function der reellen positiven Yeranderlichen u, derart 

dass lim —rrr~ = 1 beim Grenzubergang G, und zwar in gleichmassiger Weise. 

P = L u = co 9 ( ? 0 

Diese Grenzbeziehung soil Geltung haben fiir jeden endlichen positiven Wert von 
h <1. Unter diesen Yoraussetzungen ist 


.. <f>(l) + <f(2) + ... +</>(») + 

lim-- 

e ~ L \ <f> (u) du 


Dies ist eine unmittelbare Folge des Theorems T. Es ist namlich identisch 

f 00 o2 r 3 rn + 1 

(f) (u) du — j <f) (to) du -f- I 4> ( u ) du J (f> (u) du + . . . 

Ferner ist f du, infolge der Grenzbeziehung lim ---j — 1, fiir 

in <f)(n) ° »=®P=L 9W 

gentigend grosse Werte von u und Lagen von P geniigend nahe an L, kleiner als 8, 
wie klein 8 auch sei. Somit ist 


lim 

fl ~ oo P ” L 


’n + 1 

cj) (u) du 

J n 


4> O) 


in 


gleichmassiger Weise, also folgt nach Theorem T die Behauptung. 
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Ein ganz analoger Satz gilt offenbar auch fur mehrfache Summen mid mehrfache 
Integrale. 

Die Voraussetzung, dass <f> (1) + <f> (2) + , . , -f <f>(n) + . . . bei lim P = L 
das Criterion K erfiille, kann auch durch die andere ersetzt werden, dass 


oo r n +1 

S, <f> (u) du 
J n 


das Criterion K erfiille, d. h., dass sich eine Constante c finden lasse, so dass gleich- 
massig 



> o . 


| cf> (u) | du . 


10. Der Satz 9 ist fur die wirkliche Berechnung von Grenzwerten sehr dienlicli, 
da das Rechnen mit bestiminten Integralen viel einfacher ist als das Rechnen mit 
Reihen. 


Es sei z. B. x eine positive reelle Veranderliche und angesetzt f (x) = 2" 


_ 1 _ 
x + n x 


X > 1. Der Grenziibergang G bestehe darin, dass * unendlich gross wird. Es ist 
das asymptotische Verhalten von f ( x ) zu untersuchen. 

lim f (x) ist offenbar = 0, jedoch lim x . f (x) — oo , da es dem Criterion K genugt. 

x — co " x ~ oo 


Das Integral 


o X + -« A 


• du 


ist nun leieht zu finden, wenn man 

u x = x . v x setzt, 

wobei weder Integrationsbahn noch Grenzen geandert werden. Dasselbe ist augen- 
scheinlich 

_ r « l+1/A dg _ >f“ _clv_ 

J 0 cc + X . V K X ] 0 1 + V K 

Somit ist nach dem Satz des Art. 9 

lim x l ~ 1,K . fix) = f ———- . 

11. Eine Folge von Zahlen a x , a 2 , .... a„ ... ., fiir welche 

____| 

n = a, n*® log n a i log log n 9 * . . . log log log (h mal) n ah 

bei irgendwelchen Werten der a, gehore zum Bonnetschen Typus [a 0 , a v a 3 . . af\. 

Eine Folge des Typus [— 1, — 1, — 1 . . . . (k -j- 1 mal)] sei kurz 
Im Zusammenhang hiermit stellen wir nun gewisse Satze aui 

3 L 2 
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Satz IV. 1st c, t — p [a 0 , a x ... . a s ] und ist 

«o > — 1 , 

ferner f (x) = 2 0 c„ . x n , so findet sich 

Km f(x) . (1 - aj)- +I . (log ^ ‘. (log log- - ‘ . = p . T (1 + a 0 ). 

1st jedocli a 0 = — 1 und a* + 1 die erste der Zahlen a, welche von — 1 verschieden 
ist, so ist 

Km /(x). (loglog . . . (k -\-1 mal) * + * .(log . . . (k + 2 mal) • • • 

_ __ P _ 

*i-+i + 1 ’ 

Dabei niihert sich x durch positive reelle Werte wachsend der Einheit. 

Der Beweis beruht auf der Aussage des Art. 9. f (x) lasst sich daraufhin seinem 
asymptotischen Verlialten nach studieren durch Betrachtung des Integrals 

f n,"" (log u) a ' (log log uY s . . . (log log (h mal) ii) a, ‘ . x u du , 


wobei die untere Grenze des Integrals irgend eine passend gewahlte endliche 
Constante, die Balm die positive Axe der u ist. 


x H — log® = — Wir ersetzen u durch pv. Das Integral wird dann 

j c e ~ v ■ (V • V Y° • (l°g pv)* 1 (l°g log pvf 1 . . . p. dv. 


Wir betrachten sein asymptotisches Verlialten, wenn p durch positive reelle Werte 
iiber alle Grenzen wachst. 

Das Integral ist identisch 


wo 


-- (i 0 g py, (p^g log p) a ~ . . . 




/log log pv\ a * 
\ log log p) 



Es ist identisch '-- ’ - 
log p 


Ferner ist 


log log pv 


log log V 


log log p 


wenn p 


und v genugend gross gewah.lt sind, namlich so, dass log p > 2 und log v > 2, da 
dann 


log p + log v < logy>. log v, also 
log log (p . v) < log log p + log log v . 
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Uberhaupt findet man leicht, dass bei gentigend grossen Werten von p und u 

log log . . . (Amal) p . v log log . . . (h nial) v 

log log . . . (h mal) jo log log . . . (h mn\)p ' 


Somit ist fiir beliebige Werte von a l9 a 2 


/log log . . 

. (Amal)_p . v\ ah 

\ log log . 

. . (h mal) 2 ^ / 


immer zwischen 1 und 


gelegen, wenn nur p und v gentigend gross gewahlt sind. 
Das Integral 


/ lo°’ loo* 

/ ^ _J_ to to 

. (h mal) v\ ah 

\ log log . . 

. (hmal)pj 


=f: 


fQ a 0 


1 + 


log v\ a ' 

log Pj 


l I log log v \ ai 
log log P. 


d v 


ist aber in p — oo convergent. Die bereits erwahnte specielle Form des Criterion 
der Gleichmassigkeit der Convergenz trifi’t nun nach obigeu Ungleichungen hier zu. 

Es ist daher 


lim I = f e c . v' H> dv = F (1 + a 0 ) 

= oo J 0 


fur irgendwelche Werte der a, vorausgesetzt nur, dass der reelle Teil von a 0 grosser 
ist als — 1. 

Ist andererseits a, 
so verfahren wir wie folgt. 


o — 1; a i — 1 


• «/. = — 1, und a& + j von — 1 verschieden, 


ist — (c Q + Cj + . . . + c n )x" . 


1 — X 


Durch ein Verfahren, welches dem im Hiilfssatz von Satz III angewandten parallel 
lauft, beweisen wir leicht, dass die Folge c' n — c 0 -f c x + . . . + c u zu dem Bonnet- 

• «/<] gehort, genauer das 1 


+ i+l 


sehen Typus [0, 0, 0 . . . , a* +1 + 1, ot i + i . 

(k + J) nial 

fache einer Folge dieses Typus ist. Dieser Fall ist somit auf den ersten Fall 
reducierbar. 

Damit ist im wesentlichen der Beweis vollendet. — —war — log’ x. Da x sich 

p ° 

wachsend der Einheit nahert, ist lim , lo§ *- = — 1. Also ist p durcli —■ 1 — zu 

ersetzen und man braucht nur noch Theorem T anzuwenden, um die Behauptung zu 
erschliessen. 
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Das Analogon der Satze II mid III ist offenbar auch im hier erorterten weiteren 
Sinne moglich. 

Satz Y. Es sei a n eine Folge positive! Grossen, welche immerfort wachsen, 
derart dass lim a n = qo . 

n — oo 

Es sei ferner a„ ein Bonnet.sellei’ Typus 

<*» = [0, o, 0 . . . «. /3, y . . . S] 

m + 1 mal 

a > I 

und F(«) = t* 

Wir wollen das asymptotische Verhalten von F ( x) untersuchen, wenn x durch 
positive reelle Werte liber alle Grenzen wachst. 

xF (x) = Si geniigt beim Grenzubergang x = co offenbar dem Criterion 

K. Somit kdnnen wir die Summe durch das Integral ersetzen 

r xclu 

J c it log u log log u . . . log log (m mal) u . x 4* $ (u) 

wo c eine geeignet gewiihlte Constante und (f> (u) = (log log . . . (m + 1 mal) u)* 
(log log . . . (m + 2 mal) uY . . . ist. Nun ist da ~L m + j (u) offenbar das 
Differential von log log . . (m + 1 mal) (?i). Das letztere ersetzen wir durch v ; 
alsdann wird das Integral 

r xdv 

) c >x + v a . (log v)p . (log log v)y . . 2 


wo c/ wiederum eine geeignet gewahlte Constante. 

Den Ausdruck v a (log vY (log log v) y . . . setzen wir = w , also dw 

+ ....)« Das Integral 

xvdio . , r dv ~ r dv 


w (a 




, o dv __ dv 

^ V . log V V , log V log log V 


w (x -f w) 
Mithin ist nach Theorem T 


f xvcho . f dv n 

— -_ is -fc — a - O- ft 

J w (x ■+ w) x + w 


logv(x -f w 


+ 


J 


lim 


°x . v . dw 
iv (x *f ?/;) 


dv 


— a. 


a? + w 


a;. v . dw 


w (x 4- w) 


Es bleibt uns noch das Integral 
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zu betrachten. Nach Theorem T konnen wir fur v hier seinen asymptotischen 
Wert setzen. Da aber 

v a (log vY (log log v) y . . . — w, 
so ist fur w — co asymptotisch 


V = £ . Vf' (log wft (log log w) y ' . . . , wo 
aa = 1, aft + /3 = 0, ay + y = 0, . . . aS' -f- S = 0 
und £° . a' 13 = 1, d. h. £“ = a' 3 . 


Somit kommen wir auf das Studium eines Integrals 


<-f 


A . w». . (log vj f . (log log w)y‘ 


X + w 


. . . dw 


In demselben ersetzen wir w durch x . t a . 

Es ist dann das Integral 

y - ft (log x . t«y . (log log a; . t a Y . . . dt 
1 = a . L . X “ . I -a-;-— . 

J 1 + t«- 

Dieses behandeln wir genau so wie das entsprechende Integral im Satz IV. Man 
findet somit als ersten Term seiner asymptotischen Entwickelung 


1 = a . £ . x a . (log xft . (log log x) yl . 

t 

£ war = a a = a 131 . Somit kommt 

i 

I EE a . X a . (log xf . (log log x) y ‘ . . 


a 1 




dt 

1 + t°- 


■" dt 
o i + t a 


Es war aber lim -——— = a . Also ist schliesslicb 

x ~ oo • I 1 \X) 


lim x 

X ~ 00 


ft r* 

(logx) a . (log log x) a . . . F(x) = 

J 0 


dt 

1 + t a ' 


Um das Yerfahren zu beschreiben, welches im Falle a — 1 zum Ziele fiihrt, 
genligt es, ein concretes Beispiel zu betrachten. Es sei angesetzt 

v ’ 2 (log nf.ft + n) 

und /3> 1. Dies fiihrt uns zur Untersuchung des Integrals 

r du 

J c (log u f . (x + u) 
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Dasselbe ist identisch 


P 


if ; 


. cl (log u) 1 - P 
X 4- u 


Es ist nun nach der Formel der partiellen Integration 


u 


. X “j” lb 


d (log u) 1 13 + (log u) 1 " 13 . d 


n 


x 4 - u x 4- c 


(log c) 1 


Diese Formel gilt fur alle Werte von x. Gehen wir jetzt zur Grenze lim x = co 
liber ? so kann man, da 

lim x * F (x) z=. oo , 

X = 00 

die rechte Seite der obigen Identitat ausser Spiel lassen. Der asymptotische 
Ausdruck von F(s) wird somit 


-~j-1 x (log u ) 1 p 


clu 
0 + «) 2 ’ 


Ersetzen wir hier u durch x . v und gehen wir dann zur Grenze x — oo iiber, so wird 
nach dem friiheren Verfahren gezeigt, dass der Ausdruck asymptotisch 


0 - 1 


f oe 

0 


dv 


Somit ist 


(1 + v? 

lim F (x) . (log x) p ~ 1 


-0-1 

1 

13-1' 


. (log x) l 


Danach lautet der Satz V wie folgt: 

Es sei Jj m +i (n) irgend ein Bonnetscher Typus [—1, —1, —1 . . . —1] und a n ein 

m+ 1 mal 


Bonnetscher Typus [0, 0, 0 . . . 0, a, 0, y . . . 3], derart dass — +] ^ absolut 

m d- 1 mal ~ &n 


con- 


vergiert. Es sei angesetzt 


Fix) = 

' • 1 x 


x 4* ci n 


1st dann a > 1, so findet sich 

3 — -1 ' £ 1 

lim x “ . (log x) « (log log x) a . . . F (x) — 

X ~ oo Jo 


jit 

1 + t a 


Ist jedoch a = 1, 0 = 1 , . . und e die erste dieser Grossen, die von 1 verschieden 
ist, so findet sich 

lim (log log . . . x) e ~ 1 . (log log . . . x) 1 . (log log . . . x) s . . . (log log . . . xf . F ( x ) 


e - 1 ’ 
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wo nun rj, £ ... 8 die auf e folgenden Werte der obigen Zahlenreihe bedeuten. 
Dabei ist der Logaritme so oft iteriert als der Platz des dazugehorigen Buchstaben 
(e, y], £ . . . 8) in der Zahlenreihe a, y ... 8 anzeigt, wobei von a mit 0 zu 
zahlen angefangen wird. 

12. Aus dem Satze V kann man leicht Folgerungen ziehen, welche fur die Theorie 
der ganzen (transcendenten) Functionen nicht ohne Interesse sind. Einzelne, doch 
nicht alle, der folgenden Resultate sind anticipiert von verschiedenen Autoren, 
hauptsachlich Laguerre, Poincare, Hadamard, Borel, von Schaper. Man findet 
eine sehr eingehende Besprechung der Literatur des Gegenstandes in Borel’s ‘ Legons 
sur la Theorie des Functions entieres,’ 1900. 

Es sei r : , r 2 . . . r u . . . eine Folge immerfort wachsender positiver Grossen, 
derart dass lim r„ = oo . Hat die Reihe 

n~ o6 


+ + r i* + 


einen inneren Convergenzbereicb, so werden wir sagen, dass die Folge r n zur Bonnet- 
schen Classe 1 gehort. Hat diese Reihe keinen Convergenzbereich, jedoch die andere 


oo _ 
% 


. r 


» X 

n j 


so gehort die Folge zur Bonnetschen Classe 2. Hat auch diese Reihe keinen Con- 

O O 

vergenzbereich, jedoch 

t^n* 1 * (log ft)"" 1 ?*/, 


so gehort die Folge zur Bonnetschen Classe 3, u. s. f. 

Die Reihen convergieren nur ftir complexe Werte von x, deren reeller Teil negativ 
1st. Die reelle Convergenzgrenze der Reihe r{ + rg + . . . hat von Schaper 
Convergenzexponent, Borel Or timing, genannt. Wir wollen beide Namen benutzen. 

Es sei a l9 a s ... a n .. . eine Folge complexer Zahlen, deren Moduln \a n \ = r n 
immerfort wachsen, so dass lim r n = go . Alsdann kann man beliebig viele ganze 

n = oo 

Functionen bilden, die nur in den a,-, und zwar dort einfach, verschwinden. 
Dazu kann man die Metode von Weierstrass benutzen, oder auch wie folgt 
verfahren. Man bestimmt irgend eine Folge ganzer Functionen von x 


derart, dass 


9 1 («), 9i (®), 9s ( x ) ■ ■ ■ 9n 0*0 ■ • • 


fjn f A 

1 g» («») • a* 


fur jeden Wert von x absolut und gleichmassig convergiert, und setzt dann 

(t (x) _ g„ (x) _ 

G (x) ~ 1 g n («,,) . (x — a.) ' 


Diese Differentialgleichung definiert offenbar eine ganze Function G (x), welche die 
gestellte Forderung erf ii lit. Das Integral der Gleichung erhalt man in der Form 


G(a?) = G(o) . nr (l - 

3 M 


F 9* (x) - On (On) 


e J 0 


VOL, CXCVI. —A. 
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denn dieses Product ist absolut und gleichmassig convergent. Das letztere zeigt sicb 


sehr leicht wie folgt. Da 

0 g n (a n ) . a„ 

Wert von x convergiert, so auch 

V 00 

hi 


absolut und gleichmassig fur jeden endlichen 


ffn O 


9n (a n ) • (x - a n ) 


mit Ausnahme der Pole. Ist x 0 ein gegebener Wert und B irgend ein endlicher 
gegebener Bereich, der 0 und x 0 einschliesst, ist ferner eine kleine Zahl S vorgegeben, 
so konnen wir einen Index rnf bestimmen, so dass 


+ p 

■in 


_ ffn (•<;) 

On («») (® — «») 


< 8 , 


wie gross auch p sei, wenn nur x in B gelegen ist und m > m ist. 
Somit ist 


m + p 


9n 0) 


) o 9n (a»). (x — a n ) 


dx 


< S . | x 0 . 


Diese Ungleichung schliesst aher die absolute und gleiehmassige Convergenz des 
obigen Productes in sich ein. 

Wenn nun die g 1 (x) . . . g n (x) . . . in zweckmassiger Weise gewahlt sind, so 
erhalten wir ganze Functionen G (. x), welche mannigfache interessarite und wichtige 
Eigenschaften besitzen. 

13. Ein Satz von Schotj (‘ Comptes Rendus,’ t. CXXV, p, 763) besagt folgendes : Ist 
der Modul einer ganzen Function G (x), wenn |x| = r ist, kleiner als e Y(r> , so ist die 
An zahl N der Wurzeln von G (*) — 0, deren Modul kleiner ist als r 


N < 


Y(s. r) 
log (s - 1 ) ’ 


wo s irgend eine Zahl grosser als 2 bedeutetA 

Ist Y ('/•) — r fur irgend einen endlichen Wert von a, so heisst G (x) nach Laguerre 
eine ganze Function eines endlichen genre und nach v. Schaper eine Hadamardsche 


Function. 1 st Y (r) = e r °, so wollen wir G (x) eine Borelsche Function 2 ter Classe 

nennen. Ist V (r) = e e , so heisse G (x) eine Borelsche Function dritter Classe, u. s. f. 
Die Moduli! der Wurzeln einer Borelschen Function h ter Classe bilden eine Folge, die 
zur h ten Bonnetschen Classe gehort, wie sich aus der Ungleichung von Schott ergiebt. 
Man braucht nur | a N | < r mit der obigen Ungleichung zu verbinden, urn dies sofort 
einzusehen. 


* Man konnte unschwer den Schouschen Satz wie folgt pracisieren: Es sei $ (x) eine Potenzreihe, 
deren Conyergenzradius = p , r irgend eine positive Zahl < p, N die Anzahl der Wurzeln yon (x) = 0, 

deren Modul = r, M der Maximalwert von $$ (x) fiir \x \ = r } s eine Zahl grosser als 1 und kleiner als C • 

alsdann gilt N. log s < log M . r , wahrend der Schousche Satz nur besagt N. log (s) < log M $ [s + 1; r, 
also r nicht gestattet, iiber die Halfte von p hinauszugehen. 
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Jetzt nehmen wir insbesondere an, dass die Folge der Wurzeln von G (x) einen 
Bonnetschen Typus bildet, und bringen dadurch unsere Untersuchung in Beriihrung 
mit der Aussage des Satzes Y. 

14. Gehort a„ zur ersten Bonnetschen Classe, und ist k die kleinste ganze Zahl, 
fur welche XI ci H | noch convergiert, so definiert 

G' (x) _ A- 1 

G(»)“ aj c ~ 1 (x — a,,) 

eine Function G (x), deren “genre ” nach Laguerre = k — 1 ist. Ist z. B. a n = 
a keiue ganze Zahl und 

(h — 1) a < 1 < ha , 

so definiert die Gleichung 

tya G) _ Y ’ -1 

l^ a (x) n ak(-l) ___ n a^ 


eine ganze Function 1/4 vom genre h — 1. Von dieser Function wissen wir, nach 
Satz V, dass fur negative Werte von x , wenn \x\ liber jede Grenze wachst, 


lim 

X ~ — 00 


Y»' e). 

■Y- 1 . -fa (®) 



clu 


o (1 + w ft ) 


ist. 


Das letztere Integral wollen wir C a nennen. Dieselbe Grenzbeziehung gilt, wenn 
i p a durcb eine Function f ersetzt wird, deren Wurzeln a u eine Folge bilden, die zum 
Typus n a gehort. Dies Resultat ergiebt sich aus der nun folgenden Uberlegung, 
welche den Beweis des Satzes V nachtraglich erganzt. 


Es sei 


V\OC 

P = Si 


X 4 ci n 


q = 


il- 4 Ctn 


Die c m c ; /j a m ctj seien positive Grossen, derart dass 2* — und S convergieren, 

4>, 

aber S* Sr Cn divergieren. Ferner sei lim a n == co lim aj = co und 


i 

R — CO 


lim ", = 1 . 


n — oo v n 


Alsdann ist, wenn x durch positive Werte liber jede Grenze wachst, 


lim - = 1 . 

x = oo q 


Es divergieren namlich die Reihen 


X . p — \ 


C n * X 
X 4 Cl n 


v aqo C n X 

x . q — --; 

2 a: + a,/ 


in $ — co und gentigen unter den gemachten Yoraussetzungen dem Criterion K. 
Bilden wir nun 

X ((')/ C n } Ct n C n CC n G n 


x • (p — q) — ti x. 


{x + a n ) (x + a,l) 


3 M 2 
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und vergleichen wir den n tGYl Term dieser Reihe mit dem n ten Term der Reihe 


so erhalten wir als Quotient den Ausdruck 

X (p n * C n -f" CC n C u ~™' (l u G)i 

On (x 4 " ct it ) 

welcher unter den zugestandenen Voraussetzungen offenbar, fur lim x = go und lim 
n = co , gleichmassig gegen 0 convergiert. Somit haben wir nach Theorem T 

lim = (», 

^ = 00 X . q 

d.h. lim - — 1 . Q. e. d. 

:>: = co 0 [ 

15 . Nun ist es ftir uns von Wert, fiir die Function i fj a viel genauere asymptotische 
Entwickelungen als die obige zu gewinnen. Zu diesem Zwecke machen wir von 
einem Calciil Gebrauch, den wir in folgendem den Calciil C nennen werden, und den 
wir zunachst ganz im allgemeinen characterisieren werden. 

Es sei cf> (0) + ( 1 ) + <£ (2) + <£ ( 3 ) + . . . 4- $ (n) + . . . eine Summe derart, 
wie wir sie im Anfang betrachtet haben. Wir zerspalten jedes Glied der Summe in 
seinen reellen und imaginaren Bestandteil und betrachten die Summe der reellen und 
imaginaren Restandteile gesondert. Wir konnen somit die <f> (n) als reelle Grossen 
ansetzen. Im inneren Convergenzbereiche der Summe ziehen wir eine stetige 
Curve (X, welche in einem Grenzpunkt L der Convergenz miindet, oder betrachten 
eine Folge discontinuierlicher Lagen des Punktes P, welche einen Grenzpunkt L der 
Convergenz zum Grenzpunkt hat. Wir nehmen an, dass wir eine reelle Function 
<j>(u) der reellen positiven Yariabelen u und des Punktes P kennen, deren Wert fur 
u = n mit cj> (n) identisch ist. 

Ftir irgend eine gegebene Lage P 0 des Punktes P auf (X oder der Folge P, sei nun 
(/> (u) monoton abnehmend oder zunehmend in den Intervallen 

n = 0 .. . a } , U = . . , a 2 , u = a e . . . a.,, ... u -- &?>... a ? l+l , . . . . 

Der Sinn des Wachsens von <j> (u) andere sich daher in der Folge wachsender positive!' 
Zahlen a 2 , a 3 . . . a /t . , . und sonst nirgends. Elickt P 0 beim Grenzubergang 
nach L, so mogen die a sammtlich ins qo fallen, oder auch nicht. Es ist dies fur das 
folgende irrelevant. 

Es seien m h m 2 . . . m/ t . . . gauze positive Zahlen, derart dass m l <ol 1 < m l + 1, 
< a. ? < m 2 + 1, u. s. f. Um den Ideen eine feste Richtung zu geben 

wachse (u) zwischen u 0 und u = m x , 
nehme ab zwischen u = ■m l ~p 1 und u = m 2 , 
wachse wiederum zwischen u m % + 1 und u = m 3 , 

u. s. £ 
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Alsdann ist 


<j> (0) > j <f>(u)du > (f)( 1 ), 
(f> (1) > | (j> (u) du > <f> (2), 


( v% 

<j) (u) du > (f> (to,), 

mithin 

nni pit i 

</> (u) du 4~ 4* 0 /?/ i) ^ 4* ( 0 ) 4~ (1) 4~ * « • 4- (^ i) 4 (^) + <jf> (o). 

Jo J o 

Genau so ist 

<f> («) du + <|>(m 1 + l)<^ (■»»! + 1) + . . . + <£ (m 3 ) < <f> (u) du + cf> (m 2 ) ; 

7/11 + 1 J 7«j +1 

dann wieder 


nn 3 f' m 3 

<£ (tt) du 4 " (?% 4 * 1 ) > 0 % 4 “ 1 ) 4 “ • * • 4 " 4 (?%) > (w) cfe 4 " ( m 3) j 

» 7H.1+I - * '/i 2 +1 

u. s. £ 

Mithin 


f (j) ( u)du — X h ( (j) (u) du + (f) (to,) -j- <f> (m. 2 ) -j- <j> (m 2 + 1) + <f> ("*%) + ( m i, + 1) 

J 0 J m h 

+ $ ( m e) + • • • • 

> (f)(0) + <j)(l) + (f)(2) + . . . +<f)(n)+ . . . 


> 


(f)(u)du — X f h+ 1 (f)(u) du + <f)( 0 ) + 4>(rn i + 1) + <j>(m s ) + <f>(m 3 +!)+•• 


Wir gehen nun zur Greuze lim P = L iiber. Beim Grenziibergang G verschieben 
sich (allgemein gesprochen) die Lagen der a, und wir wollen annehmen, dass eine 
endliche bestimmte Anzahl derselben unter einer bestimmbaren endlichen Grenze a 
bleibt, wahrend die ubrigen a sammtlich ins co riicken. Dann betrachten wir nicht 
die Summe </> (0) + (f> (1) + . . sondern nur den Teil <f) (a) + (f> (a -f 1) + <f> (a + 2) 
derselben. Die oben entwickelte Ungleichung giebt uns dann asymptotisch 
diese Summe in der Gestalt ein.es Integrals mit Zusatzgliedern der Form 

j h+ 1 <f)(u)du und (f)(m k ), (f)(m /t + 1 ), 

im h 

welche das eigenartige haben, dass alle ni/, ins Unendliche riicken. 

Ohne Zweifel kann man fur den Ausdruck 
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noch viele andere asjunptotische Entwickelungen linden, z. B. dadurch, dass man den 
Ausdruck in Form eines Integrals schreibt, und fur dies Integral den Mittelwertsatz 
oder andere Satze ahnlicher Art anwendet. Fur die Zwecke, welche wir hier im Auge 
haben, ist der Calctil C ausreichend und vielleicht sogar unersetzlich. Dennoch ist es 
ausserordentlich fraglich, ob dero. Calctil C eine allgemeinere Bedeutung zukommt, 

16 . Es sei a > 1, also h = 1, und 






Wir betrachten zunachst negative Werte von x. Der Calctil C giebt dann sogleich, 

1 


wenn 


<t> (u) —-, wo y 

Y ' ’ y + n a J 


x , 


Nun ist identisch 


j* (j) (w) l —J“ 

* c c 

1. 


> 


clu 


fa'(— y) 


> 


y 4- u a 


fa(- y 

= y *~ 1 • c. 


J 4>( u ) 

J o 


clu 


somit durch Integration zwischen 2 positiven Grenzen y x , y» 

(<b - yh“- o. + ^^ > (a.- - </,-)«• c.. 


WO 


oder 


Vi > ?/n 

e . ■ C,. » > *£ »> > „ - A). . 0 . 


Betzen wir insbesondere y x — 1 


1 , 0* 1 
ey^ ■ a C« • >^_1) • > e?/3 “ ‘ a ' 

fiir jeden Wert von > 1. 

Fiir einen complexen Wert von x sei 

* = v + * • w •) 

1 v — n a . ^ 


also 

Wir setzen 


» . 


x — (V — %“) a + w 2 4- w : 

v *— n a ~ w 


p = sr 


(-y — 7i a ) 3 + w? 2 




(v — ?i a ) 3 + 7/; 2 


Es sei % eine positive ganze Zahl, derart dass 

n{ < v < (% + 1)“ 
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also n L — 0, wenn v negativ, oder positiv aber kleiner als 1. Fur Q haben wir dann 
offenbar 2 Intervalle. anzusetzen, namlich 

u — 1 . . . n, und u = n j + 1.qo . 

Im ersten Intervall nimmt d> (n) zu, im zweiten ab. Wir haben daher durch 
Calciil C 


f- 

L ('t 


to . du 


0 (v — trf + yj* 


w L + l 


to du 


w 


- -L. .- - —-. ( ) N. 

% (V — n°-f + IV 1 * * * V (v — n : a ) 2 -|- vf- 


J* 00 w du 
} o (v — u a f + w 3 

-rtj + i to du 

(y — u a Y 4- to 3 ’ 


f Wj + 
*1 


Es ist aber identisch 

r V - il a ■— i . W 


somit 


und 


J o (v ~~ ttrf 4~ yft 

(v — ti a ) du 


o (v — u a f + ^ 
to du 


. du = (v + i . w) a 1 . C a ; 
= 91 (v + i . w)* ~ 1 • C a , 


- = 8ti(u + i . w)* . C a , 


J o (y — u°f 4* w* 
wo, wie gewohnlich, 91 (£) den reellen Tell von £ bedeutet. 
Setzen wir v ■+■ i • w = r . e* m 1 , so kommt 


w du 


lo (v — ti a Y -f ty 2 


1 . sind — 1 U . C«. 


\« 


Andererseits nimmt zu zwischen u — 0 ... v — tv (w positiv gedacht), 

nimmt ab zwischen v — iv . . . v -j- w , 
und wieder zu zwischen v -f- w . . . qo . 

Ist v < w, so fallt das erste Intervall aus der Betrachtung. 

1st w — 0, so fallt das 2' 6 Intervall fort. ' nimmt sowohl im ersten als 2 Un 

v — u a 

Intervall zu. 

Es sei w — 0 und v positiv, ferner 

V < v < + 1)“. 

Durch Calciil C wird 


r” du p +1 du 1 

J lV—U a J Bl "■ 


v — ir v — n 


A> P> j 

1 J o 


du 


v — nr 


P 1+1 du 1 

-J- — -J- 

J Wl v - u a 


v v — (?i x 4- l) a 


Da die Bahn durch einen Pol von geht, so schreiben wir statt 

v — u a ° 


r 00 du r^i - 
Jo ^ u a ] ni 


' Wl + 1 du 


v — nr 


besser 


du f° 

J o V — u a J v 


du 

n + l'U a — V 
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Substituieren wir s“ = v v! —. s . u, so wird 


und 


r” 1 du _ , _ a r* du 

Jo-y - u a *' J 0 1 — 

r du_ __ r ci u 

' », + 1 u a — V~~ ' J % -I- 1 U a — 1 0 

s 

. r^h (1*11 r°° elii 

Die Integrate * — und —~haben oftenbar einen bestimmten Wert fur 

° JO 1 — n a Jn,+lM“— 1 

.s 

jeden positiven Wert von v > 1, der keine gauze Zahl ist. Bezeiehnen wir die 
Integrale kurz mit b v und c w so ist 


p du 
J 0 v — a 


du 


H 


(&. — c„). 


Wir wollen einen Moment abscliweifen. Haben wir ein Integral ^, wo 

J o J- “— u 

f (■ u ) im Interval! 0 ... X, endlich und stetig und bei u — 1 in eine convergente 
Potenzreihe entwickelbar ist, so ist offenbar 


^ /(«) 

o 1 — 


dtt =/( 1) . log- + 


1-w 


/■(«) “/(l) 


1 — M 




xmd /(l) . log-+ 


V Jo 


\f 00 -/(i) 


1 — u 


du — . m > 


i-ij 


./» 


1 —- u 

+ 

wo m den Minimalwert, M den Maximalwert der Function 

/(«) - /a) 


du > 1(1) . log 


i 


0 L 'll - ■ ■ ~ 7 ] 

'fM=m„ du _ 


M. 




im Intervall 1 — rj , . . 1 bezeichnet. 
Es sei nun ,9 = + ■ 


1 ™ 6 


% 

r r * _ r 1 ■ 

^ ~~ j n 1 “ ua ~ Jo 


n } + e % + 

1 “ du 


Vi- 

1 


1 — u a 


Vi 


+ K + vji. H, 


wo K eine Constante ist, und fur jeden Wert von c- endlich und stetig ist, und wo 
lim H = einer bestimmten Constanten ist. 


r=CO 

Ahnlich 


icli ist c v = j 

+1 


—wenn u durch - ersetzt wird, 
u a - 1 u 


C r 


J 


1_ *^ du 1 , 1 , Tr/ TT/ 

_ = . log ~~ 1\. -f * H , 

0 U 2 ~ a (l — 2 l a ) a lz 3 


wo K 7 und H ; eine ahnliche Bedeutung wie K und H oben haben. 
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Schliesslich wird 


b„ - c v = log^ + K" + 171 • H - V2 . W 

a 7] 1 


1 1 6 , T , M 

a 1 — e n l 

wo L eine Constante imd M eine fur alle in Betracht kommenden Werte von e 
endliche und stetige Function ist, die fur n = oo einen endlichen Grenzwert hat. 
Somit erhalten wir 


2-i/l 


i:%rl~ + L + ~) + > atS > v * 1 logi c ~ + L + 


_i_ 

1/ v - n i f«( v ) 


v« 1 - 6 


M\ 


n. 


+ ~ + 


V V — ('llj + 1 )“ ’ 


wenn 


v = (»j + e) a , 


0 < e < 1. 


Wenn wir e constant halten, v dagegen unendlich gross wird, so giebt uns diese 


Ungleichung eine sehr genaue asymptotische Beziehung fur 

lim ~y-) . v “ = - log —-— + L. 

vsf.oo « 1 — e 


fa'(v) l - 1 


tya (^) 


v «, derzufolge 


1 € 

Die Wurzeln, fur grosse Werte von v, von rpj- = 0 erhalt man also durch —. logp~ 

-f- L = 0, natiirlich asymptotisch. Ist z. B. a = 2, so ist xfi a ( x ) = und L = 0, 

woraus e = J. 

Ist von Null verschieden, so sind v — w und v + w die Werte, in denen der Sinn 
des Wachsens von 

v — u a 

(v — U a f + 1$ 

sich andert. Ist sowohl v — w wie v + iv negativ, so folgt daher • 


r v ~fi . > p > r 

Jo (y u y -f- w Jo 


v — u a 

{v — u a f -f vf 


du — 


v 


# + W 3 


Ist v — w negativ, dagegen v + w positiv nnd n x die ganze Zahl, fiir welche 
< v + iv < (n l + 1)% so ist 


v — % a 


I o (v ^ a ) 3 -f 




% + i ^ 

Wl ~~ ^ a ) 3 + w 3 


7 , ^ ^ r v — u a 

du “f“ “ r X ^ I . c 

^ + W 3 J 0 — i6 a J 3 + IV' 


;du 


"7 

* 7 


>n i + 1 v — u a 


; d'U + 


+ 


V — («J + l) a 


Ml (w — M “) 3 + ti ) 2 1 (v — V°f- + w 1 [v — (Mj + l ) a ] 3 + V}1 

Sind schliesslich t> — w wie v + w positiv, und 

n i < v — w < (« x + 1 )* < v + < (% + 1 )“ 


VOL. CXOVI.—A. 


3 N 
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so wird 


(v — 'U a ) 2 + to 2 


n i+ l v — 11* 

—*—- - 

n x 0> — U a y + ^ 


i - y . r. S l h .f. — > P > 

T [® - («! + 1)°] 3 + iv a * ^ 

r 00 v — u a , f n i +1 v 


o (?; — u a ) 2 4 - w 2 


(v — u a ) 2 A w 2 


__ rlu 4- -_-_- 

(v — u a ) 2 + w 2 (v — n x a ) 2 + to 2 


v a y v 

Tw 5 dU + «» +'w» 


+ _ . 

* ... «A2 i ...2 i 


^ — (% + l) a 


(v — ?z 3 a ) 2 + 'Zf 3 [v — (% 3 + l ) a ] 3 + w 2 ' 

--;——- und eine Anzahl 

o^4- no *— u a 

! 

Zusatzglieder. 1st w 0,so ist das Integral identisch = (v + i.i») a . C a . Bomit wird 
sehliesslich eine Beziehung der Form erhalten 

V) (v + i. C. + A > > (f + i. »)■“. c. + B, 

wo A und B gewisse Zusatzglieder darstellen, iv 0, und die Zeichen > sich sowolil 
auf reellen wie imaginaren Bestandteil der betreffenden Grossen beziehen. 

Sind % und x x die Endpunkte einer Geraden innerhalb deren, wenn man sieh 
von x x nach tc 3 bewegt, in dx — dv + i. dw, dv wie dw positiv sind, so kann man 
obige Ungleichung mit dv + i . dw multiplicieren und zwischen x x und x s integrieren. 
Dadureh wird 

a ■ — x{«) C a + ( A {dv + idw) > log a • {v ~ *i“) C a 

J ($0 Y'aWl) 


+ B (dv + idw). 

J (<SW 


Ist dagegen auf der Geraden dv positiv, aber dw negativ, so muss man in der 
Ungleichung (6) i durch — i ersetzen und erhalt dann eine Ungleichung derselben Art 
wie im ersten Fall. 

Die Grossen A {dv -f i did) und | B (dv + idw) sind nun sammtlich der Art, 

dass, wenn x 2 beliebig wacbst, die Integrate kleiner bleiben als angebbare Multipla des 
Logaritmen von w 3 4- FI Denn da wir uns auf einer Geraden ins oo bewegen sollen, 
so ist w asymptotisch ein Multiplum von v, und alle Grossen, die A und B ausmachen, 
sind Multipla von 1/v. Wir kommen daher leicht zu dem Result at : Bewegt sich x 
auf einer Geraden nach oo , so ist der asymptotische Ausdruck fiir \ft a (x) 

1 

xl> a (x) — x K e xa • “ - Ca > 

wo X eine Function von x ist, die immerfort zwischen angebbaren endlichen Grenzen 
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bleibt. Voraussetzung ist nur, dass die Gerade nicht mit der positiven Axe coincidiert 
(oder ihr parallel laufend in demselben Sinne ins oo geht). 

Auch Grenzilbergange anderer Art lassen sich durch obige Ungleichungen durch- 
fiihren. Fur die Zweeke dieser Arbeit ist die genaue Ausfuhrung der angeregten 
Untersuchungen irrelevant, und wir wollen daher nur noch einige Worte tiber die 
Borelschen Functionen, deren Wurzeln einen Bonnetschen Typus bilden, zufugen. 

Die Function f(x) habe die Wurzeln a„ — (log n) w . 

Ist p eine rationale Zahl, , so setzen wir, wenn p die kleinste ganze in p 
enthaltene Zahl und p die a w Einheitswurzel bezeichnet, 

g.(x) = + ■ • • +^-<’—) = H W> 


die eventuell auftretenden negativen Potenzen von x vernachlassigend. Die ganze 
Function H(*) ist dann offenbar der Art, dass 2^—^ divergiert, aber X. 


1 


Hia*). a n 


convergiert. 


TO) 

/O) 


sr 


HO) 


H (a„) . x — a„ 

definiert eine Borelsche Function f(x), denn es lasst sich leicht zeigen (in der Art 
wie es am Ende des 2 tcn Capitels ausgeftihrt wird), dass der Maximalwert von f(x), 

f 0) 


ist eine der Reihen, 
Filr 


wenn 1*1= r, < e e ’ * c , wo c eine angebbare Constante. ,,, ... 

11 & H(«). / 0 ) 

wie sie im Satze V untersucht worden sind, wenn man * negativ wahlt. 

diesen Fall kann man auch ganz leicht den Calclll C anwenden. 

Ist p keine rationale Zahl, aber > 1, so setzen wir 

H (x) = (— x). 

Nach den asymptotischen Beziehungen, welche fur (— x) entwickelt waren, 

divergiert XT - t —r, aber XT . .■ ^ r- convergiert. Im ubrigen behalten die 

(-«») f K (-a u ).a, t 

obigen Bemerkungen ihre Giiltigkeit. 

Auch wenn p < 1, kann man ahnlich verfahren, indem man H(*) = i/y (p . x) 
setzt, wo | p | = 1, im ubrigen eine passend gewiihlte Grosse, und (*) die rtf' zu 


Nullpunkten hat, so dass 


f,/ 




,k- 1 


- (Jc — 1) p < 1 < 1c . p. 


(x — vx y 

Man kann ganz genau so zu Borelschen Functionen hoherer Classe aufsteigen. 
Die so gebildeten ganzen Functionen sind interessant, weil sie mancherlei Beziehungen 
zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten 
haben, wie auch zu ganzen Functionen, die durch bestimmte Integrale entstehen 
(nach Art der Inversen der E-Fuaction oder der Riemannschen Primzahl-Function). Sie 

3 N 2 
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sind ausserdem fur die allgemeine Theorie der ganzeu Functionen sehr dienlich als 
Vergleichsfunctionen. Sehr haufig kann man namlich mit Hiilfe einer Ungleichung, 
welehe wir jetzt noch entwickeln werden, Theoreme allgemeiner Art zuruckfuhren 
auf den besonderen Fall der Functionen, die oben betrachtet wurden. 

17. 1st <Xj, a 3 . . . a„ . . . eine Folge positiver Grossen, deren Summe con- 
vergiert, undc? 1} % ... a,, .. . eine Folge positiver Grossen, die monoton wachsend 
co zur Grenze haben, so ist immer 

lilTl a ~-~—- * * ‘ __ Q 

71= co CC n 

Dies folgt sogleich aus der Ungleichung 


^1^1 *t” * * * 4“’ Mn&n 


Ct u 


4~ 


+ &M a n, 


+ 


+ t (l m + r + 


+ ! 


< 

< 


«!«! + . . . + a m Ct 

a,i 

^oo . / 

~~ CLl -p {0t m ^ l 

ct n 


+ (“*« + ! + • • • 4" “«) 
+ ” • • 4" a «)> 


wenn m < n, 

in Yerbindung mit lim a n — oo und der Convergenz der Reihe. 

71 = oo 

Divergence Iteihen besitzen diese Eigentiimlichkeit nicht. Ist j3 l + As+ • • . 
+ A* + . . . divergent, so kann man bei vorgegebener Zahl n eine Zahl p jfinden, 
so dass 

A I + Ah-i + • * * + A-h-i? > 1* 

Wiihlen wir daher, fur irgend eine Folge n lf n 2 , n 3 . . . immerfort und iiber alle 
Grenzen wachsender Indices die ct u so, dass 


*—" * • * + pi 5 

-f 1 * - » -f 

etc., 


so ist fur diese Folge a n (welehe fur wachsende n immerfort und liber jede Grenze 
wachsen soil) lim 


A a \ 4- . . . 4- y3« 


offenbar nicht = 0. 


18. Sind die a n ihrer Grosse nach geordnet, so kann man a )b = 


wiihlen, und 


erhiilt dann 


lim n . a u = 0, 

"rt = CO 


den Pringsheimschen Satz. Ist auch a n , eine geordnete Folge, so kann man 
1 

a n = wiihlen, und es kommt lim n . log n . a ti = 0. 1st auch n log ??, . a w 

^ n = oo 
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eine geordnete Folge, so kann man a„ — -.—;— setzen, was lim n . log n . log 

a n . n . lOg 71 n ~ oo 

log n . a„ = 0 ergiebt, u. s. f. 

Es sei nun r v r % . . . r n . . . eine Folge immerfort wachsender positiver Grossen, 
deren Grenzwert = oo. Die Folge gehore zur h' cn Bonnetschen Classe, es sei also 
(d) n~ l . (log n )~ l . (log log n)~ l . . . (log log . . . h — 1 mal (n) ) -1 . r ~ k fur endliche 
positive Werte von A convergent. 1st dann cr der Grenzpunkt der Convergenz 
(der Convergenzexponent h tei Classe, oder die Ordnung h ter Classe) und die Ileihe in 
A = cr nocb convergent, so haben wir, wenn wir a„ — n~ l . (log n)~ l . . . r~' y setzen, 
da die Folge der a„, wie der n . « /( , wie auch der n . log n . a n . . . und schliesslich 
der n . log n . . . log log (h — 1) mal n . a fl eine monoton abnehmende ist, 

lim log log . . . h mal (n). r u ~' T = 0. 

11=: oo 

Dies lasst sich auch schreiben 

r„ > rj . (log log . . . h mal (n ))-, 

wo n einen nur von rj abhangigen Index iibersteigt. Divergiert die Ileihe (0) in A—cr, 
so ersetzen wir cr durch cr + e, wo e beliebig klein ; die Schlussfolgerung bleibt dann 
erlialten. 

Offenbar ist cr der kleinste Wert, fur welchen eine solche Ungleichung bestehen 
kann. 

19. Die Betrachtungen dieses ersten Capitels waren in ihrer Mehrheit derail, 
dass sie mehr oder weniger interessante Ergebnisse liefern, ohne aber zu einer 
allgemeinen Theorie zu fiihren. Wie man leicht die hier angefuhrten Beispiele, in 
denen die discutierten Metoden fruchtbar sind, noch ' bedeutend erweitern kann, so 
ist es auf der anderen Seite leicht, Beispiele von Functionen zu bilden, zu welchen 
die hier angefuhrten Satze nur in einer sehr losen Beziehung stehen. Zu einer 
Vertiefung der Metoden gelangt man erst durch Einfuhrung eines neuen Begriffes. 
Dieser Begriff wird seine Definition und Erlauterung in den nachfolgenden Seiten 
finden. 


CAPITEL 2. 

1 . Es sei u L + U -2 + • • • + «« + • • • eine convergente Summe, welche eine 
Function einer eomplexen Yariabelen x definiere. Innerhalb eines Bereiches B babe 
u n die singularen Punkte a m m . Die a u , m mogen in ihrer Gesammtheit eine Folge 
bilden, welche den einen Grenzpunkt a zulasst. In a sei jede der Ui regular und 
habe dort den Wert 0. Verlangt ist, die Bedingungen aufzustellen, denen eine 
in B verlaufende und in a mundende Curve C genugen muss, damit der Wert der 
Summe Uj bei Annaherung auf (E an x die 0 zur Grenze habe. 



462 


DR, E. LASKER UBER REIHEN AUF DER COE VERGENZGRENZE. 


Dies Problem fuhrt zur Betrachtung gewisser Bereiche, welche wie f'olgt con- 
struiert sind. In einen einfach zusammenhangenden Bereich B werden unendlich 
viele Locher L b L 2 , L :i . . . L /; . . . gebohrt. Jedes Loch L, stelle einen einfach 
zusammenhangenden Bereich dar. Keines der L; schliesse den Punkt a ein, mit 
wachsendem n komme L„ aber dem Punkte a beliebig nahe. Der so hergestellte 
Bereich L werde asymptotischer Bereich um den Punkt a genannt. Die Gesannnt- 
heit der Bereiche L ; heisse der asymptotische Nichtbereich um a. 

Im folgenden werden wir das oben angegebene Problem nicht in seiner Allgemein- 
heit angreifen, wir werden jedoch besondere Fiille von genugender Wichtigkeit und 
Ausdehnung in Angriff nehmen. Es wird sich zeigen, dass die Curve 6 der 
Bedingung genugen muss, innerhalb eines asymptotischen Bereiches zu verlaufen, 
dessen asymptotischer Nichtbereich die a„, m einschliesst. Die Ausdehnung der 
Locher L- wird dabei nicht gleichgiiltig sein, sondern wird erst durch bestimmte 
Yerfahrungsarten festzustellen sein. 

Ohne von vornherein die Begriffe zu sehr complicieren zu wollen, werden wir doch 
noch zwei Bedingungen erwahnen, welchen die asymptotischen Bereiche genugen sollen. 
Schlagt man um a mit einem sehr kleinen Radius p einen Kreis, so muss die Summe 
des Flacbeninhalts aller in diesem Kreise liegenden Locher L; im Yerhaltnis zum 
Flacheninhalt des Kreises mit p beliebig klein werden. Und ferner muss eine 
Contour C um a innerhalb des asymptotischen Bereiches moglich sein, deren 
Maximalabstand von a kleiner als lip, deren Minimalabstand von a grosser als kp 
ist, wo h, Jc zwei beliebig vorgegebene Grossen kleiner als 1. 

Es geht hieraus hervor, dass eine endliche Anzahl asymptotischer Bereiche um a 
einen asymptotischen Bereich um a gemein haben. 

2. Im folgenden nehmen wir an, dass der Punkt a im Unendlichen liege, con- 
struieren fur eine besondere Gattung von Reihen Sf u n den oben erwiilinten 
asymptotischen Bereich, und zeigen seine Bedeutung fur die Characterisierung der 
durch Sr u n definierten Function. 

Es sei u n — -—-—. S't~t sei convergent und sei > — J wenn n> n'. Der 

x — a n | ci n | ° n — % 

asymptotische Bereich, in welchem 2" ——— fur lim x — co sich der 0 nahert, wird 

x — a u 

dann wie folgt construiert. Wir schlagen um a H als Centrum einen Kreis L„ mit 
dem Radius r u . lim r n sei = co , jedoch lim -“— —- 0. Die Gesammtheit der 

n — oo n— co ^n\-i ’ ’ 

Kreise 1j u bildet den asymptotischen Nichtbereich. 

Dies ergiebt sich leicht aus den Yoraussetzungen. Es sei 


f(x) = , 

J X 7 X •— CL . 

l/wissr 


1 

X CL^i 

l 


el'll 


alsdann ist 


x 
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Es sei \x\ irgend eine Zahl grosser als \ci m \ und kleiner als |a„ !+1 j. Darin ist 


tr 


_ v™ -1 _A_ _i_ j _A_ i ^_A...... 

[ x *“ ctft | j x — ciji j | x — dm | j x * | j x ci^ 


Ferner ist 


1 - A __ / x*m — 1_ A _ > Via—1 _ ^ 

Ai I | \ ^»i I | | I \ ■*! | i | 

I x — ct n | | a’ | — I a, 1 1 \a m — a„. 


Setzen wir a n = n.b m so ist | b H | nach Voraussetzung eine Folge niemals abneh- 
mender Grossen. Somit ist 


tr 1 - 


G>m j j I 


< ti 


in —1 


1 < 1 ^*_i 1 < l 3J il 

r?r. | b m | rr. j 5,^ | j b m [ vi ?r j | 


Nach der in 18 erorterten Erweiterung des Pringsheimschen Satzes ist dieser Aus- 
druck mit wachsendem m kleiner als jede beliebige Grosse. Mithin a fortiori 


lim E’i 


in— 1 _ 


X —*** Ctn 


— 0. 


Andererseits ist 


■’'TO+ 2 


1 > >h, oo_1 ^ a 

^ ^to + 2 | ^ | |^| ^ ^m + 2 


= Z 


'm+ 2 


x — a n | 

TT + t. 


in A 2 


I a » I — I * I 

| Mm +j [ 


(| ct » | — | a m+l |) | a n | 


<2 


| j Mm+i j 
1 


TO+ 2 


+ 2 : 


m+2 


O + 1) | b m+x | 


O | ban I — ( m + 1) I Kn |) n. | b m+1 1 ’ 


daja \b„\ = j b m+1 | war, 


1 , 1 m + 1 

2t-m+2 | „ | i | £ | ^m+2 


| On | | K+I | m+ n (n — m - 1) 


Es ist aber 

somit 

Mithin schliesslich 


m + 1 ., ,. , 1 1 

—-— identiscn = —■ -, 

n (n — in — 1) n — in — 1 n 

<]Jl -j- 

^n (n - in - 1) as y m P totisch = lo S m - 


1 /-v 00 1 i lo g m 

•^to+2 \ m ^ -^to+ 2 I _ | i 


x — a n 


I 1 | 


Aus der Convergenz von ~—- und der bereits angewandten Erweiterung des Prings- 
heimschen Satzes folgt demnach 


lim S 


TO + 2 


X ™“ Cb-j, 


= 0 . 
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Liegt * im asymptotischen Bereich, so ist 


Audi 


war 


| x 
\x 


(% m | “ 

f 11 


' m +1 


lim r, 


oo . 


Daraus geht dann zur Evidenz hervor, dass, wenn x im asymptotischen Bereiche sich 
dem Punkte x — co annahert (d. h j x | von irgend einer angebbaren Lage von x 
auf der Annaherungscurve niemals abnimmt), 


3. 1st 


lim f(x) — 0 . 

X — oo 


•K*) = n r(i 



Q. e. d 


so ist 


4> (®) 


/(*)■ 


Einen wie oben konstruierten asymptotischen Bereich wollen wir L nennen. Yon 
einer ganzen Function F(sc) (des genre 0), deren logaritmischer Differentialquotient 
in einem asymptotischen Bereich 21 sich der 0 nahert, wollen wir sagen, sie gchore zu 
dem asymptotischen Bereiche 2t. Alsdann konnen wir zeigen, dass zu L alle ganzen 
Functionen gehoren, die sich in der Form schreiben lassen 

°0 • </> ( x ) + c \ * ft (* T ) + • ft (&) + . . . + C„ . ft n} (; X) + . . . ? 


wenn die c der Bedingung O genugen, dass die Reihe 2 c n . u n einen von 0 ver- 
schiedenen Convergenzradius hat und c 0 =/= 0 ist. 

Zunachst wollen wir nachweisen, dass, wenn die c der Bedingung Q genugen, die 
Reihe Xc n . ft n) (x) eine ganze Function \jj(x) von x darstellt. Nachdem wollen wir 


zur Evidenz bringen, dass lim 

X = oo Y\X) 


0, in L, und dass i j; (x) eine Function des 


genre 0 ist, deren Nullpunkte im Nichtbereich von L liegen. 

Nach einem Satze von Poincare ist die ?i te Wurzel aus dem nlfachen des w ten Co- 
effizienten der Taylorschen Entwickelung einer Function des genre 0 in der Grenze 
fur n = cc beliebig ldein. Mit anderen Worten, es ist 


| ft n) (x) | < 8 *, 

wo 8 eine beliebig vorgegebene Zahl ist, wenn nur n genugend gross gewahlt wird. 
Der Wert von x ist dabei beliebig. Somit convergiert . ft n \x) fur jeden endlichen 
Wert von x, und stellt demnach eine ganze Function von x dar. 

Es sei y u y 2 . . . y u . . . eine Folge positiver Grossen, derart dass 2 — convergiert. 

7 n 

Es sei ferner 

$ (x) = nf (l + -) = k„ . x n . 

\ 7 nj 
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Alsdann ist k v - 

kg 


-, . . . eine Folge positiver immerfort abneh- 


mender Grossen, deren Grenzwert die 0 ist. Denn. es ist identiscb 


S'(as) __ ^ 1 

3 (x) x + <y,’ 


cl S'(x) 
dx 3 (x) 


3" (as) (S'(ok, 


(%+ y, t ) 3 3(x) \3(x)J 


Mithin fiir jeden positiven Wert von x 

.. (&M V 

fl /..A ^ \ O /.A / 


3'M r(x) 

3(x) ^ S' (x) ' 


Nach einem Satze von Hermite ist 


3'(x) = y (0) . n f 1 + — 

wo die y,( den y n zwischengelagert sind. Es ist somit auch 

S" (as) 3"'(x) 3^+»(x) 

¥(x) > 3"(x) > • ■ > • 


Nach dem Satze von Poincare zeigt sich, dass der Grenzwert der Folge 0 ist. 
Setzen wir noch * — 0, so haben wir damit die Behauptung verificiert. 

Es sei nun angesetzt y u — \ x — a„ |, 


= n '( 1 + 1 rhn) 


= t7k, • V 


Es ist identiscb 


nr i + 


( f> (x + 0 _ V 00 A"' 3 ’ ,n 

<f> (x) n ! (b (x) 


Danach ist evident 


< k H und 


<b M (x) 

4>( x ) 


fur jeden Wert von n und x. Mithin ist 


Nahert sich innerhalb L x dem Punkte x — co , so war aber 

lim k-^ — 0. 

X = oo 

Daraus kommt dann leicht, dass innerhalb L 


lim 


VOL, CXOVI.—A, 
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Auch ist 
Mithin 
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'K(cc) I 


lim 


lim 

X — co 

tM ■ 

f <»' 


<t> ( x ) I 

0, da ja o 0 --h 0. 


Ein Satz, der, wie es scheint, von Hermite und Httrwitz unabhangig von einander 
aufgefunden wurde, besagt folgendes: Ist innerhalb ernes einfaeh zusammen- 
hangenden Bereiches B eine Function u eindeutig und ohne wesentliche Singulari- 
taten, und ist auf dem Rande von B iiberall j u | < 1, so nimmt u innerhalb B genau 
so oft den Wert 1 an als die Function dort den Wert co annimmt. Der Beweis ruht 

{ (R) (Jl/Ulj 

~—* = 0, da bei Beschreibung des Randes R, wegen \u \ < 1, 1 

eine Contour beschreibt, die den Punkt u — 0 ausschliesst. 

Wir beschreiben nun um jeden der Kreise L„ eine Contour C„, die innerhalb des 
Bereiches L liegt: Wahlen wir n geniigend gross, so ist wegen 


u 


auf C„, 

Somit hat die Gleichung 


lim = 0 


<M*) 
A (D c 0 • <l> 


<j> (%) 


1 < 8 . 


± (D - • 0 (g) 

4 > (A 


innerhalb C« genau so viel Wurzeln, als die linke Seite dort den Wert oo annimmt, 
d. h. genau eine. Die Wurzeln von ^(x) liegen daher im Nichtbereich von L, und 
zwar je eine ihrer Wurzeln in L,„ sobaldn einen angebbaren Wert c tlbersteigt, der 
nur von den Werten c 0 , c lf c 3 ... c„, .. . abhangig ist. Es ist danach iJj(x) 
offenbar eine Function des genre 0, denn die Moglichkeit der Existenz eines storenden 
Factor der Form e a(x) ist nach den entwickelten Ungleichungen iiberhaupt aus~ 
geschlossen. 

4. Wir werden jetzt daran gehen, den allgemeineren Satz zu erweisen, den wir den 
Satz S nennen wollen. 

Satz S : 1st f(x) = 25" — —~, wo die c„ und a n der Bedingung SI unterworfen sind, 
dass 

1) 25"— absolut convergiert, 

Cl n 

2) | a n | s [a,/1 wenn n, 

3) lim a„ — <x >, 

n = co 

so giebt es einen asymptotischen Bereich, in welchem 

lim f(x) = 0. 
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Wollte man den Beweis des Satzes S in der Art und Weise fuhren, wie vorhin den 
Beweis des in 2 gegebenen Satzes, so wiirde man zu keinem Ergebnis gelangen. Der 
zu construierende asymptotische Bereich hangt ganz und gar von der Lagerung der 
a n und c„ ab, und uber diese kann man obne besondere Annahmen ausserordentlieh 
wenig sagen. Was sich allgemein sagen lasst, ist wenig mehr als in der Grenzbezie- 
lim Mi + 1 c 21 + • • • + M ' 


hung 


= 0 enthalten ist, die aus den Betrachtungen 


des Art. 18 folgt; denn es liisst sich leicht zeigen, dass man Folgen c„, a„ construieren 
kann, welche den Bedingungen O gentigen und fur die 


lim 


+ I fol + 


+ I I 


nicht mehr = 0, 


wo r n irgend eine vorgegebene iiber alle Grenzen wachsende Folge darstellt. 


Es ist 


/(Ml <% 



< tx 



Wir wollen zunachst zeigen, dass es eine Folge von Werten j«| giebt, so dass 

lim Iasi = oo und lim —— = 0. In dem Ausdruck X* ——~~—r? fassen 

1 ' | |a?| — \a n \ | I F| — KI I 

wir alle Glieder zusammen, fiir welche der Modul des Pols \a u \ denselben Wert hat. 
Dadurch erhalten wir einen Ausdruck genau derselben Art. Da wir zunachst nur 
von positiven Grossen sprechen werden, schreiben wir bis auf weiteres statt | a n | , 
| c n | und | x | kurz a m c Hy x. 

Es sei x grosser als a m jedoch kleiner als a m+1 . a m +i nach obigem eine 

positive von 0 verschiedene Grosse, sei mit b m bezeichnet und 


x — ct m V * + i V • 


gesetzt, wo r/ irgend 2 positive von 0 verschiedene Grossen, die der Beziebung 
gentigen 

r/ -(- 7 / = 1. 


Es ist nun 


2? 




I ^co _ 

a n + *" i+ 1 a n -V 


% 


m C n 


x -- a n 


7j . bm Cl m 


Q'm —1 "f” V * ^ 


+ 


2 “t* V ♦ 


+ 


. m C, t 

v * Si - 


+ 


-b 


c, 


'■m —2 


’Xv {(‘ 1' | ' ^ l / \ y l / , * 7 

\ttm ~~~ &ni— l) t" V-m ~ 2j ~t 


< 


+ 


+ 


C^mXr l tt'ni+i &m—\ @ / m+i &m~\ 


+ • • • — P»i- 


3 o 2 
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Ahnlich ist 


"Gil + 1 


und 7)'. tZ. 


k/ra+l 

Tj . b m 

~ < 


+ 


c m +2 


^m+2 ~~~ ^m+l "T T] • 

^»i+l i ^Hi+2 


^7» + l 


+ 


tt'm+2 


+ 


+ 


^w+3 


-hi +3 ^;u-hl 
C f»+8 


CL 


w+3 




+ v' • Li 

+ . . . 


+ • • 


Wenn es Indices m giebt, flir welche p m und q„, kleiner wird als eine beliebig vorge- 
gebene Grosse, so wird es auch eine Folge liber alle Grenzen wacbsender Grossen \x\ 
geben, fiir welcbe f(x) kleiner als eine beliebig vorgegebene Grosse wird. 


hn—li 


p m war = 

0 Min+l ‘ d'm—li 

Wenn a S!+ /,- > 2 . a m wird, so ist 

h ' «»+// — «». 


und q m = X 


< 2. 2? 

h ' a m- l-/i' 


hn+k 


1 a m+ j t a m 


und diese Summe wird fur genligend grosse m kleiner als eine beliebig vorgegebene 


Grosse. da nach Voraussetzung die Summe 2, h convergiert. Somit setzen wir 

° i a 7 , & 


q m , — 


a lt 


hn 4 . h 


(I'M + It (-hi 


wo ti definiert ist als der kleinste Index, flir den a m + { 4 2 . a m , und stellen uns 
nun die Aufgabe, zu erweisen, dass die 0 einer der Grenzpunkte der Folge p m + qj 
ist. Der Beweis ist moglieh nach der bier befolgten Metode. 

Zunachst machen wir eine Yoraussetzung Y liber die Folge der a„, welche aber die 


Allgemeinheit in keiner Weise einschriinkt. 
kleiner sei als eine Constante e, und dass lim a, 


Wir nebmen an, dass a 


Y + 1 


'll + 1 


a„ 


0. Trifft fur die that- 


sllcblicb gegebene Folge diese Yoraussetzung nicht zu, so steht es uns frei, der 


Function f(x ) soviel Glieder der For 


m 


x— a 


zuzusetzen, dass fiir die so condensierte 


Folge der a die Yoraussetzung zutrifft. Die c der Zusatzglieder wahlen wir sammt- 
licb = 0, oder, wenn wir wollen, von 0 verschieden und so klein, dass die Summe 

2, - immer noch convergiert. Ist fur die erweiterte Function der zu beweisende 
cc 

Satz richtig, so ist er es auch gewiss fur f(x). 

Wir definieren nun vier Functionen einer reellen positiven Yariabelen f durch die 
Gleichungen 

A (£) = % (<*•+1 — <*„) £«»+ 1 , 

B(o = sr 

C ($) — tz Pn • (»*+1 ™ o • £"«+> , 

D (0 = Sr q« (a«+i — «») • • 
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Diese vier Functionen, wie sich sehr bald zeigen wird, sind durch obige Eeihen 
erklart fur die Werte £ < 1. 

Es handelt sich nun urn die asymptotische Darstellung der vier Functionen bei 
£ = 1. Der Ktirze wegen werden wir statt des haufig wiederkehrenden 

lim - = 1 

| = 1 v 

einfacher schreiben u EE v. Ferner werden wir einen ofter wiederkebrenden Prozess 
kurz s p nennen. Der Prozess ist auf B(f) angewandt der folgende. Es ist 

B (£) — I,™ c n . £ a ", also, wenn £ < 1, 

z?c n .e™ >%(£)>$* °n • f • 

Nun fassen wir alle Glieder zusammen, die mit demselben Exponenten multi- 
pliciert sind, und nennen den resultierenden Coefficmnten von c m \ 

Es ist also L (f) > B (£) > g. L (f) 

und B(f) = L(£). 

Q ! 

Offenbar ist — convergent, daher auch 
m 

Pl (f).df. 

Jo 

Auf A(£) angewandt liefert p nach Theorem T und V 

A<f> = rh- 

Ehe wir $ auf C(f) und D(£) anwenden konnen, miissen wir dieselben transfor- 
mieren. Wir ordnen C(£) und D(f) um, indem wir alle Glieder, die mit demselben 
Coefficienten c„ multipliciert sind, zusammenfassen. Dadurch wird 


&n+h tt'n+h— i gj a n+h 


Setzen wir 


C ($) = X'l C,„ X\ 

1 1 Cln+h 

C ‘ l . E* (£), so ist 


yj*™ ttn+h Mn+h-i g^n+h 
1 a»+h ~ a n 


f. ^ (E„) = (a n+k - Un+k-i) . £ 




was 


nach $ und Theorem T und Y sich verhalt wie • Within 


E* EE log ^ und nach Theorem T 


C(£) = B(£).log 


1 - l 
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J 


m 


2 —r dd; ist also convergent. Wir werden nachweisen, dass dasselbe 


C l D(£) 

7 —;—j—\ Notwendigkeit dieses Nach weises war auch 


... r l J 

ur i — 

\ Io g 
Jo 


W. 


der Grund, warum wir statt der q n die q„ r einfiihren mussten; denn 
f 1 d% . Sr g«(a B+1 — « M ) p l+1 

j ^ J j ware im allgemeinen nicht mehr convergent. 

Es ist, wenn wir in D(£), wie es vorhin bei C(£) gethan wurde, die Glieder zusam- 
menfassen, welche zu demselben Coefficienten c„ gehoren, 


.'A —- £a-,i-h+\ 

0 a u — a a ..u 


D(f) = 2* C n ^=^~-- n - h 

Dabei ist k die grosste ganze Zahl, fiir welche die Ungleichung gilt 

— li ^ 2* • 

also fur jedes gegebene n bestimmt. Nun ist evident, nach Y, 


z'i . t n - A+i < . r-\ jedoch 

a n &n~h n n —, n 


a «-/^+i — <*n-h £ a n~h 
0 Cl n &n-~h 


> x e 2* 


k a n~ 7t+i — a n -A & a n~h 


0 Cl n — CL 


n U'ii—h 


Andererseits ist 






f* . 2 


Lf'n—h+i &n—h > a , 


@n~h 


£ 


2 h (a„_/ <+ i — ««_/,) f n ~ h . 


somit nach und V 


g~ a n S?;l a n-h +1 a n-h g a n -7i + l 


® &n ~~~ ttn—h 


und nach und Theorem T 


D(£)=Znc n 


I £v-~\ pv -2 


Es ist aber offenbar nach $ 


SP „ / 

2f m c m 

1 


r + Ef + t!*. . 

2 3 4 v ? 


wo v = E («„), 


2 


+ - + ..•+ — 

A 6 v 

Ti 


^00 

o n , 


tm—l km~ 2 


/x 4 - 
2 1 * - 

1 TO 

. <D(0<^f c' 

fi + ■. 

. . + -M 

1 TO 

i 

2~J 


1 



pn ~2 £2 

-— -4- -— ~l- -i., 5_ 

2 1 3 ’ ° * ‘ m 

a - / 


• T 2 
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oder, das Zeichen < asymptotisch aufgefasst, nach Theorem T 
c'm • log m . t n | I) (f) I c m . log m . p 


Auch ist 


2}c’ m . + f + •••+“) < (2}o' m . f")log(j-^j), 


also 


$™c' m . log m . p* . £* . log 




Daraus geiit dann zur Evidenz hervor, dass die Operation i p— . $(£), auf 

) log i ~e 

m = d(o 


angewandt, convergent sein muss. 

Ware nun p n + q;' fur jeden Wert von n grosser als eine angebbare endliche, von 
Null verschiedene positive Zahl 8, so ware 


Sr (p« + q«) (««+1 —•<*») f %+1 > SA(£) , 


also 

Nun war aber 


wegen 


c if)±_ D (f> S - A (£) 
> 


log 


1 - 1 . 


log 


1 - 1 , 



convergent, wall rend 


A(f) = 


1 

i - f 



divergiert. 


Somit kann eine solcbe Zahl 8 nicht existieren. Wie klein auch eine vorgegebene 
Zabl 8 sei, die Folge p„ + q n ' enthalt immer Glieder, welche kleiner sind als 8. 

Dasselbe ist auch wahr fur p„ + q H , also auch fiir p„ wie q n individuell. Nun 
hatten wir aber 


i/to i < ~ 



• c 

Somit erhalten wir : Istjf(,r) = 2“ —-— gegeben, so bilden wir alle Ausdrlicke 

CG —~ Cf/yi 

p n und q n mit Hulfe der Folgen \c n \ und \a„\. Wir bilden dann p n + q n und 
bestimmen diejenige Reihe der Indices 

1 > n l > •> • • • n j . 
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fur welche p„ + q u . kleiner ist als jedes der vorhergehenden Glieder der Folge 
p„ + ?«. Diese Folge von Indices existiert nach obigem und erstreckt sich ins 
Unendliche. Die | a n j | |a a +1 | nennen wir die ausgezeichneten Intervalle. 

Die Werte von p n nennen wir 8y und diejenigen 
von q n . . €j. 

Es ist dann lim 8j = 0 und lim cy = 0. Alsdann bestimmen wir irgend eine Folge 

j = co j~co 

positiver Zahlen 

Vi > Vj 

derart, dass beide von 0 verschieden sind, dass 


ferner 


Vj + Vj ~ !> 


und dass 


lim Bj + ^ 

j = GO Vj Vj 


Schlagen wir dann mit rj = \a„.\ -{- Vj(\ a »j + i ~~ a„|) Kreise Gy um den Nullpunlct, 
so ist ftir jeden Punkt xj auf dem Kreise Cy 

i/(*,) i 

Vj Vj 

und lim \f{xj) | = 0. 

j ~ « 

Alle Pole a, deren Modul grosser als \a n .\ und kleiner als, oder = |ay. | ist, fassen 
wir in eine Gruppe Gy zusammen. Dieselbe umgeben wir mit einer Contour Ly, die 

derart construiert ist, dass die Summe —-— , erstreckt iiber die Punkte a der 

x — a 

Gruppe Gy, fur alle Punkte x ausserhalb Ly kleiner ist als die grossere der beiden 
Zahlen 


— + ~ und 
Vj Vj 


fy -H _j_ e i+i 
Vj+i V j+i 


Die Ly bilden dann den asymptotischen Nichtbereich des zu construierenden asymp¬ 
totischen Bereiches L. Es ist offenbar in L lim f(x) = 0. Dass L die beiden in 1 

X ~ GO 

erwahnten Bedingungen erfiillt, erhellt aus der Thatsache, dass eine beliebige 
endliche Anzahl solcher Bereiche L wiederum einen solchen Bereich L gemein haben; 
und dass Kreise in L moglich sind, deren Radius beliebig gross wird. 

5. Der Satz S lasst sich mit den bereits verwandten Hiilfsmitteln erweitern auf 
Functionen 


f(x) = % 


CyV + C,/ 

(x — fly ) 3 


derart dass ~ und absolut convergieren. 
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Es tritt nur an Stelle der einfachen Integration nach £ eine zweifache Integration 
nach £ Uberhaupt liesse er sich aussprechen fiir Summen S" u n , derart dass in 
x = 03 u n — 0, und dass u„ eine rationale Function von x ist, deren Nenner niemals 
einen angebbaren Grad iiberschreitet. Ohne Zweifel kann man ihn auch erweitern 

auf Summen 2, 50 u„, deren Terme u n analytische Functionen von ~ sind, die bei - = 0 

4 tti 00 

regular sich verhalten. Nur erfordert diese Erweiterung eine ungemein feine 
Differentiation in den Begriffsbildungen, und der Beweis dieses Satzes dlirfte an 
Schwierigkeit den des Satzes S bedeutend iiberschreiten. 

Der Satz S lasst sich sehr leicht nach einer anderen Richtung hin erweitern, welche 
fur die Theorie der ganzen Functionen sehr wichtig ist. Nichts hindert uns im 
voranstehenden Beweis anzunehmen, dass die c„ irgendwie von x abhangen, wenn 
nur eine Constante c sich linden lasst, so dass fur jede in Betracht kommende Lage 

I (* \ 

von x ^rj^T < o. Da her kann man ohne weiteres den Satz S' aussprechen, der 

j W'n j 

lautet: 


Satz S': Ist f{x) = t" 
in welchem 


gjf) 

gfan) — a„) 


so giebt es einen asymptotischen Bereich L, 


lim 

X = oo 


IM 

M (x) 


= o, 


wo 


M (x) 


9i O) 

i 

gf x ) 

1 ! 

gf x ) 

«i • 9i ("]) 

-r 

i 

9a ( a 0 ■ c h 

“T* 

( c h) • C H 


+ 


denn dann ist die obenerwahnte Zahl c 

9» (*) 


T ? • GF i x ) v» 
Es sex nun = Si 


g n {a n ) . (x — a n ) 


, wo G ( x ) eine ganze Function. 


fh if) 

9i («x) 


+ 


gff ) 
9% K) 


+ 


+ 


gjf ) 

9n f rO 


+ 


sei wiederum mit M (x) bezeichnet. Integrieren wir zwischen irgend 2 Punkten x 9 _, x x 
eines im asymptotischen Bei’eiche liegenden Kreises mit Radius r urn 0, so wird 


log 


G (Xg ) 

gd5 


fs; 

j X\ 


fh if) 

fin («'») • (*« * 


«») 


dx. 


Ist 8. M (r) das Maximum von j 


G(D 


auf jenem Kreise, so ist also 



Gj> 3 ) 
G (a-j) 


< C.r.S.M(r), 


wo C. r die Lange des Bogens zwischen x\ und .t, misst, C also eine Grosse < 27 t ist. 
Aus dieser Beziehung fliesst sogleich 
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1) Das Maximum von | G (x) [ auf jenem Kreise ist < e 2rr • 8 • r • M (r '> • 

2) Das Minimum von |G(a:)| auf jenem Kreise ist > e~ 2 *"' s * r-M(r) , 


da ja 


log 


> log 


«(•<*> 


<H*i) 


ist. 


Ferner folgt noch : Das Wachstum des imaginaren Teiles von log G (sc), wenn x 
von x 1 nach x 2 sich continuierlich auf jenem Kreise bewegt, ist an absolutem Werte 

< C.r.S.M(r). 


6. Ist insbesondere G (x) eine Function des genre l, so ist g n (cc) = x\ und es ergiebt 
sich daher aus 5 Satz: Ist G (x) eine Function des genre l, so kann man eine 
Folge von Kreisen C 1} C 2 , C 3 . . . C„ . . . um den Nullpunkt mit den Radien R b 
Ji, . . . If, . . . bestimmen, derart dass fur Punkte x auf C„ 


|G(*)| > 

wenn nur n geniigend gross gewahlt wird, wie klein die vorgegebene positive Zahl 8 
auch sei. 

In Hadamard’s berlihmten preisgekronteu Abhandlung spielt ein Satz der obigen 
Art eine sehr wichtige Ilolle. Ist p nach Bobel die Ordnung von G ( x ), so ist zufolge 
des Satzes von Hadamard eine Folge von Kreisen obiger Art moglich, auf der die 
Ungleichung besteht 

| G (x) | > 

wo e eine beliebig kleine positive von 0 verschiedene Grosse bedeutet. Ist p keine 
ganze Zahl, so ist p < l -f- 1 und somit geht der Satz von Hadamabd dann weiter 
als der obige. Ist umgekehrt p = l + 1 , so ist der hier ausgesprochene Satz der 
weitergehende. 

Der Hadamardsche Satz lasst sich librigens unschwer aus Satz S ableiten. Es sei 
Si* [ a>„ |convergent, l <_\<_l + 1 . I + 1 —- X setzen wir = cr. Dann ist in einem 
asymptotischen Bereiche L, 


wenn wieder 


G' (x) 
x* . C 4 (x) 


=/w = sr 



«») 


gesetzt ist, 


lim xf . f(x) — 0 . 

X = oo 


Es ist namlich 
Ist 


2 


oo 

1 


aj 


\ x* ./(x)\ < t r 


|«»|*.| |*| — \a„\ | 

i O-m | < |*| < |«i«+i| , SO ist 


— | «•« | | 


— 2^1 


1 1 ( | * | — | a n |) 


+ 


K| ~ 1*|) 


Das Glied 


v” 


\X (r \ 


aJ (| a n | — | x 1 ) 


ist < tZ+i 


a n \ l {\a n \ — 1 * 1 )’ 
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was nach Satz S fur geeignete Lagen von x in den ausgezeichneten Intervallen von 




Sr —-— kleiner wird als jede beliebig vorgegebene Grosse. Andererseits ist 

X Ct i i 






m ct n l (\x\ - \a u \) m a n l (\x\ — \an\y 


da 

kleiner als 


\x\- | a n I 


< 


C . | Ct n _ 

I Mu I 




I o—l 


I 1-0- 


% wenn x\ > I a u | 


Hier ist m irgend eine Zahl kleiner als m. Die letztere Summe ist ein Teil einer 
convergenten Summe, ist daher fur genugend grosse Werte von m\ die im Vergleich 
zu m aber noch sehr klein sein konnen, beliebig klein. Die Summe 


t 


'ill 1 

1 


a# | 


Ixl* 

(l«l - Kl) 


aber ist augenscheinlich, wenn m im Yergleich zu m sehr gross genommen wird, 
wegen 

^ \x\ >(a„) 

beliebig klein zu machen. 

Somit ist nachgewiesen, dass ein asymptotischer Bereich L existiert, innerhalb 
dessen 

lim a 0 '. f(x) = 0, 

(x 

den Satz von Hadamard. Das obige Verfahren erweitert den Satz von Hadamard 
noch in soweit, dass es auch noch die Folgerung G (x) >• e~ s • RP zulasst, wenn 

t\a n \~ p noch convergiert, 

wo, wie friiher, p den Convergenzexponent der Folge | a n \ bedeutet. 

Der obige Beweis des Hadamardschen Satzes liisst sich ixbrigens unschwer nach 
verschiedenen Seiten hin zu einer Erweiterung des Satzes S benutzen. Doch ist es 
fiir den Augenblick unnotig, darauf naher einzugehen. 

7. Man konnte die oben entwickelten Ungleichungen benutzen, um, dem schonen 
Ideengange der Hadamardschen und Borelschen Untersuchungen folgend, eine 
Tbeorie der ganzen Functionen aufzustellen. Es wlirde sich dabei empfehlen, den 
Begriff einer Gattung von ganzen Functionen einzufuhren, wobei ein und derselben 
Gattung alle diejenigen Functionen angehoren wtirden, deren g y (x) . . . g„ ( x ) . . . 
gegeben ist. Adoptiert man den Borelschen Standpunkt, dem derselbe bereits in 
seiner, in der ‘ Acta Mathematica,’ 1896, erschienenen Abhandlung Ausdruck verliehen 
hat, so wtirde man 

g n (x) = xr 


und da f(x) 


’(*) 


G (x) 


war, so erhalten wir durch die bereits angewandte Integration 


3 P 2 
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setzen, wo p, t eine passend gewahlte Folge ganzer Zahlen ist, die mit wachsendem n 
niemals abnehmen. Setzt man insbesondere 


E (X. 


log n 


l ' log log n 


so wilrde die entstehende Gattung einen Teil der Borelschen Functionen 2 ter Classe 
umfassen, namlich jenen Teil, deren Ordnung 2ter Classe kleiner als die Constante X 
sein wilrde. Flir die Borelschen Functionen dritter Classe, deren Ordnung < X, ware 


Pu = E(X. 


log n 


log log log n 


u.s.f. 


Man konnte sich mancherlei Aufgaben stellen, insbesondere, zu erweisen, wenn G t 

9 

mid G 3 einer Gattung G angehoren, dass auch Gi + G 2 wie tr G-j ihr angehoren, oder 

OX 


dass, wenn f (x) — % und G (sc) in den a; verschwindet, G (x) .f (x) derselben 

Gattung angehort wie G (x). Wir konnen allerdings nicht, ohne die Grenzen dieser 
Abhandlung ungebtihrlich auszudehnen, auf die angeregten Probleme naher eingehen. 
Wir werden nur noch einen Satz entwickeln, der in gewissem Sinne die Umkehrung 
bildet zu Satz S und die Betrachtungen dieses Capitels zu einem vorlaufigen Abschluss 
fiihrt. Derselbe lautet : 

Satz IJ : 1st f(x) eine eindeutige analytische Function, welche innerhalb eines 
Bereiches B erklart ist, und existiert in B ein asymptotischer Bereich L um einen 
singularen Punkt a von f(x ), so dass in L 

lim f(x) = 0, 

x ™ a 

so ist fix) entwickelbar in eine convergente Summe %iii n (x), vermehrt um eine 
in x = a convergente Potenzreihe ij] (x — a), und zwar derart 


1 ) dass die u„ (x) durch die Singularitaten von f(x) in B definiert sind; 

2 ) dass alle u n (x) in x — a regular sind und dort den Wert 0 haben; 

3) dass auch ^3 (x — a) in x — a den Wert 0 hat. 


Um den Satz zu erweisen, schlagen wir innerhalb L um a mit den Badien p x , p 2i p s 
o . , . p }( . . . . Kreise Cj, C. 2 .... C H ... . Die pi bilden eine stetig abneh- 

mende Beihe von Grossen, so dass lim p u = 0 . (Statt der Kreise konnte man ubrigens 

11 — 00 

auch andere Contouren wahlen, deren Maximalabstand von a < h . p„, deren Minimal- 
abstand von a > k . p,„ wo h, k vorgegebene Constanten. Die Moglichkeit solcher 
Contouren in L war in der Definition von L Bedingung.) Es sei z irgend ein nicht 
singularer Punkt von f(x) in C^ 

Es sei dann f 7 — ^ 77 ——t dx = 1„ (z) 

2m J (c.) (x — a){x — z) 


und 
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Vn{z) ist also das liber die beiden Kreise 0„, C ;;+i erstreckte Integral von 
f(x) 

—-~ 7 ~~ — -dx, dividiert durch 2 ni. Daher ist v„ (z) eine eindeutige Function von 

\Qj CC)\p0 Z) 

z, welche nur von der Art der Singularitaten von /(%), die zwischen C„ und C „ +1 
gelegen sind, bestimmt ist. Offenbar ist wegen 

lim f(x) = 0 

x = a 

auch lim I„ = 0 , 


mithin S7 (2) convergent fur jede Lage von z in Cj. 

z riicke zwischen C m und C M+1 . Alsdann ist I,„ (2) — I,„ +l ( 2 ) nicht mehr = v m (z) j 

sondern, da x = z einen Pol von 7 --r bildet, 

(x — Cl) (X — z) 

offenbar = —- + v m (z). Aus lim l n — 0 

kommt (Ii ~ I 3 ) + (Is — I s ) + (I 3 — I*) + • • • • = Ii» 

mithin v n (z) = ■ -f- I x . 

I, ist nun augenscheinlich eine eindeutige Function von z, welche fur jede Lage von z 
innerhalb Cj endlich ist. Mithin ist Ij m eine Potenzreihe nach auisteigenden 
Potenzen von 2 — a entwickelbar, welche in C L convergiert. Setzen wir nun 


5 B (z — a) = — (2 — a) I x (z) 
und u n (2) — (2 — a) v. n (2), 

so ist der Satz U verificiert. 

Aus Satz U folgt z. B. :—Liegen in dem asymptotischen Bereich L keine Singulari¬ 
taten von f(x), so ist f(x ) in L und dem Nichtbereich von L regular, und es ist 
uberhaupt lim f ( x ) — 0. Oder auch : Hat f (./:) in L keine wesentlichen Singulari- 

x=a 

taten, sondern nur Pole a } , a 9j . . . , a n .... und ist in a n 


f( x ) 


+ 


(jCj 


+ . . . + (x - a) 

(X — ci n yj v ; 


regular, so ist identisch 


/(*) = (z- a) 


+ 


(z — a n f 


3 + 


+ 


Cfo n 


(z — cc n ) h j 


— $ (z — a). 


Dabei ist die Summe 2 j° .... fur jeden Wert von z convergent, doch nicht absolut, 
sondern bedingt. Man muss, inn die Convergenz der Summe zu sichern, innner 
diejenigen Terme zusammenfassen, welche den singularen Punkten entsprechen, die 
gemeinsam zwischen 2 aufeinanderfolgenden Contouren C liegen. Selbst bei dieser 
Zusammenfassung ist die absolute Convergenz noch nicht erwiesen. 




